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Plan du Cours

e Bureau: V-210

e Téléphone : 343-5836

e courriel : london@Ilps.umontreal.ca

e heures de bureau : jeudi, 10h00 a 11h00, ou par rendez-vous

Horaire, local du cours:
e Cours: lundi, 11h30 a 13h30, Z-260
e Cours: mardi, 9h30 a 11h30. Z-260
e TP: mercredi, 8h30 a 10h30, Z-245

Modalités d’évaluation:
e Devoirs (8) : 20%
e Examen Intra (lundi, 20 février, 11h30 — 1330, Z-245) : 30%
e Examen Final (lundi, 24 avril, 9h00 — 12h00, Z-240): 50%
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Références:
e Mecanigue Quantique, tome Il, Cohen-Tannoudiji, Diu et Laloé.
e Quantum Physics, S. Gasiorowicz,
e Introductory Quantum Mechanics, R.L. Liboff,
e autres textes en réserve a la bibliotheque.
Matiere:
e addition de moments cinétiques (coefficients de Clebsch-Gordan),
e Opérateurs tensoriels,
e théoreme de Wigner-Eckart,
e particules identiques,
e perturbations indépendantes du temps,
e méthode des variations,
e atome d’hydrogene: structures fine et hyperfine,
e perturbations dépendantes du temps,

e diffusion. _ . _
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Correcteur/Démonstrateur:

e Philippe Hamel:
e Bureau : V-207
e Téléphone : 343-6111 x0769
e courriel : philippe.hamel@umontreal.ca

e Hélene Paquette:
e Bureau : V-207
e Téléphone : 343-6111 x0769
e courriel : paguetteh@lps.umontreal.ca

IL FAUT POSER DES QUESTIONS! C’est la seule facon d’approfondir
les nouveaux concepts de la mécanique quantique et developper son
Intuition.

C’est important d’assister aux cours. Mes notes ne donnent gqu’un
apercu de la matiere. Je les augmenterai en classe avec des
explications détaillées. De plus, il est conseillé de consulter les

references.
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Postulats

e A chaque quantité physique mesurable A on associe un opérateur

hermitique A. Les valeurs propres d’'un opérateur hermitique sont
reelles.

Lors d’'une mesure de A, les résultats possibles sont les valeurs
propres de A, a,,:

A\Qpn — Ap Pn -

wn est la fonction propre de A correspondant a la valeur propre
Ay, -

e On suppose qu’'on mesure I'observable A et gu’on trouve la valeur
a,. Cette mesure laisse le systeme dans I'état ¢,,. (On appelle
cela “reffondrement de la fonction d’onde”.)
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e Létat d'un systeme a un temps t donné est représenté par une
fonction d’onde (7, t) continue. Toute information sur le systeme
est contenue dans la fonction d’'onde.

La probabilité qu'une particule décrite par la fonction d’onde
(7, t) se trouve dans I'élément de volume d°r est donnée par:

P(7,t) d®r = (7, t)|° d>r .

Pour un systéme dans I'état (7, t), la valeur moyenne d’un
observable A au temps ¢ est

(A) = / dr ™ (7, 1) A (F,t) .

L'incertitude sur la mesure de I'observable A est définie comme
étant:

AA = /{A%) = (A)? .
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e La fonction d’onde d’'un systeme se déeveloppe dans le temps
selon I'équation de Schroedinger:

m%w(ﬁ t) = Hy(7,t) .

e Particules identiques: on considere une fonction d’onde décrivant
un systeme contenant des particules identiques. Sous des
permutations de ces particules, cette fonction d’onde doit étre soit
symeétrigue, soit antisymétrique.

Symeétrique: particules de spin entier (bosons),

Antisymeétrique: particules de spin %—entier (fermions).
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Principe de Superposition

On suppose qu’on connait la fonction d’'onde v (z). Si on mesure
I'observable A, quels résultats peut-on trouver, et avec quelles
probabilités?

Pour réepondre a cette question, on suit la démarche suivante. On
développe ¥ (x) en fonction des états propres de A. Siles valeurs
propres a,, de A sont discrétes, on a:

— OO

0a) =3 bgale)  ba= [ dogi(@)ula).
Une mesure de A donne le résultat a,, avec probabilité |b,,|>.

Pour le cas ou les valeurs propres de A sont continues, la démarche
est similaire, sauf qu’il faut remplacer la sommation par une intégrale.
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E.C.O.C.

Si deux opérateurs commutent, ils ont des états propres communs.

Remarque: ceci ne veut pas dire que tous les états propres sont
communs, mais on peut trouver des états propres communs.

E.Q.

1 0 O 1 0 O 1 1 0
A=|(0 1 0|, B=|0 2 0|, C=(1 10
0 0 2 0 0 3 0 0 1
|A, B] = 0 = vecteurs propres communs: 1
0
|A, C'l = 0 = vecteurs propres communs: % 1], % —11,
0 0 1

Mais B, C| # 0 = A un ensemble de vecteurs propres communs.
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On considere 'opérateur H d’'un systeme dont les valeurs propres (les
énergies) sont £. On suppose gu’il y a des dégénérescences.
C’est-a-dire: il y a plus d’'un état avec une énergie donnée E. Ca veut
dire que si on mesure I'énergie et on trouve E, on ne connait pas |'état
avec certitude.

On améliore la situation en considérant un deuxieme opérateur A qui
commute avec H. Les deux opérateurs ont des états propres
communs. Ces états sont caracterisés par les valeurs propres FE et a.
En mesurant ces deux observables, on peut distinguer les états.

Supposons qu’il y ait encore des dégenérescences (i.e. il y a plus d'un
état avec les mémes valeurs propres). Donc on considere un autre
opérateur B qui commute avec H et A. On continue de cette facon
jusgqu’a ce que tout état soit bien défini par les valeurs propres

FE, a, b, ... Les opérateurs finaux H, A, B, ... s'appelle un Ensemble
d’'Operateurs qui Commutent (E.C.O.C.). La mesure de ces opéerateurs
donne l'information maximale sur le systeme.
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Revue du Moment Angulaire

Mécanique classique: le moment angulaire orbital est une constante
du mouvement, i.e. L, L,, L, tous conserves.

Mécanique quantique: composantes de L ne commutent pas:
[Li, LJ] — ZhEZ]kLk .

—> 0N ne peut pas mesurer simultanément les 3 composantes du
moment angulaire.

On peut mesurer simultanément L2 et une composante de L (e.g. L.,):
(L2, L,] = 0 = on cherche des états propres communs a L2 et L,.

4 un moment angulaire intrinseque: le spin S. A part le fait gqu’il peut
prendre des valeurs %-entiéres (le moment angulaire orbital ne prend

qgue des valeurs entieres), S agit comme L — désormais on utilise le
symbole J pour le moment angulaire général.
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Etats propres communs & J2 et J,: |, m):
T ljym)y = (G + DR [,m)
J.|j,m) = mhlj,m) .
j est entier ou -entier, —j, —j+1, ..<m<..j—1, j.
Opéerateurs d’échelle:
Jr = Jp £idy,

ou

Jy |j,m) = B/§(G+1) —m(m £ 1) [jm£1) .

Cas spécial important: spin-l Il y a deux états, spin + et spin —:
+) =% L) et|-)= |} —3). Dans labase {|+),|-)},ona

S | . 1 —1 1
S=-hs , OU 0, = ! , Oy = O ! , O, = . :
2 1 0 1 0 0 —1
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Conservation du Moment Angulaire

Moment angulaire conservé si [H, L,] = 0 et [H, L?] = 0. On considére
une particule dont le potentiel est V(). Nous avons

. 0 0
L. est-il conservé?
L'Hamiltonien est
h? - 0? 0? 0>
H=-—V*+V Vi=_— .
2m V) Ox? i Oy? i 022

Il faut calculer [H, L.]: 2 parties, [V2, L.], [V (r), L.]
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(i) [V2, L,]:
02 B, o\ _,
o (e ~vax)| =0

P (0 9N _ #(0 0N (0 )
0x2’ \" Oy oy  0x2 U Oy r :E(?y Yor | 02

termes proportionnels a y s’annulent.

- 2 g + > — X i
~ Ox \ Oy Oxdy 0x20y
0? 0? o’ 0’
dxdy i Jxdy i x8x20y ; x@:ﬂ@y
82
OxOy

= 2
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@ (0 0N L (0 0) (0 0\
oy2’ \' Oy r - 0y? xf)y Y ou x(?y r Oy?

termes proportionnels a x s’annulent.

0 ( 0 0? ) o

oy \ Ox y@x@y 0x0y?
0? 0> o3 03
- - Ozdy  Oxdy y0x8y2 i y@x@yQ
2
= =2 0 .
0x0y
- [V2,L,]=0.
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(i) [V (r),L.],our = \/:1:2 + y? + 22

[V“)’(%%‘ a%:)] = V0 (%%‘ %)_(x%_ 83) V(r)

B oV (r) oV (r)
- oy Vo
oV Or oV Or

= "oy Yorox
_ (o o
~ o Yoz oy
ov s x A
- or <y——xr)—0.

Donc: moment angulaire conservé. (Remarque: il faut démontrer que
[H, L?] = 0, mais comme les L; commutent avec H, L? doit aussi.)

Comme la mécanique classique: moment angulaire conserve avec
une force centrale.
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Deux particules avec la méme force centrale, non-interagissantes:
H = H, + H», avec
le—h—2§2—|—V(r ) H :—h—2§2—|—V(r )
le 1 1) 2 2m2 2 2) -
Evidemment, [L,., H;] = 0. De plus, [Li,, H,] = 0, car tous les
observables reliés a une particule commutent avec tous les
observables de I'autre particule.

Donc: L, est conserve, ainsi que L.

Maintenant: on rajoute une interaction V'(|r; — 73|). (E.g. 2 satéllites
autour de la terre, on considere I'attraction gravitationnelle entre elles.)

Classique: comme la force n’est plus centrale, L, et L, ne sont pas

conservés. Par contre L = L + Lo est conserve. Qu’est-ce qui se
passe en mecanique quantique?
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A2 - L
— H= =g =Vl — 5 Va4 V() + V() + V(71 = 7))

Il faut calculer [Ly,, V'(|r1 — 7s|)] et [La,, V(|1 — 72|)], ou

\771 — 7?2\ — \/(961 — 5172)2 + (yl — y2)2 + (2’1 — 2’2)2 .

/ — — a a / — —
L V-]~ | (o1 - ) VR - )
L1

Y1
B OV'(|ry — ra]) O|ry — 75|
— 1 - -
(9|’I"1 —7”2‘ 0y1
V(| — ) O — 7
(9‘771 —?72‘ 8%1
oV'(|ry — 72) [ (y1 — y2) (21 — 902)]
- - L1775 S U175 -
8‘7“1—7“2‘ |7“1—7”2| ‘7”1—7“2‘

V' (|7 — 7 1
— (ll ﬁ2|) ——— (Y122 — 21Y2) # 0!
(9‘7“1—7”2‘ ‘7“1—?”2‘
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/ — — 8 a / — —
(Lo, V(|1 —T2])]  ~ To=— —ya=— |, V("1 — r2])
0Ys )

L2

oV'(|ry — ra)) [$2—(y1 — 2) y —(x1 — 902)]

0|1 — 72| |71 — 72|

oV'(|ry — 13]) 1
- 0‘,’71 . ,':»2| |771 . 772| (_Ile + y2$1) .

La somme des deux termes = 0. Donc: méme si L, et L,, ne sont
pas conservés separement, la somme L, + Lo, est conservée —

L = L, + L, est conservé (comme en meécanique classique).
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Autre exemple: une particule avec moment angulaire orbital L et spin
S. S'il 'y a qu'un potentiel V(r), L et S sont conservés séparément.

On suppose que 3 un couplage L-S (couplage spin-orbite) —
h2

H=-——V? LS.
2mv +&(r)L - S

Quelles quantites sont conservées?
(L, ,H] ~|[L.,L-S| = [L., (LySy+LyS,+L.S.)| = ih(L,S;—L,S,) #0.
S.,H] ~[S.,L- 8] =ih(LyS, — L,S,) #0.

Mais: lasomme J, = L, + S, estconservée — J = L + S est
conserve!

Comme [H, L] # 0 (aussi, [H, S| # 0), on ne peut pas trouver d’états

—

propres communs. Mais [H, J] = 0 = on peut trouver des états
propres communs (i.e. les états permis de (7, t)).
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Addition de Moments Cinétigues

Probleme a résoudre: étant donné des bases pour deux moments
cinétiques J; et J,, qui ne commutent pas avec H, quelle est la base
pour J = J; + Jo, o [J, H] = 0?

Cas spécifique: deux particules de spin % d quatre états:
’++> ) |+_> ) |_—|—> ) ‘__> = |€1 €2> )

ou e; = 1.

On cherche les états propres de S, et S2 ol S = §1 — 52. C’est-a-dire:
on cherche les états |S, M) tels que

S?|9, M) = S(S+1)h*|S, M) ,
S, 1S, M) = MHA|S, M) .

Remarque: [Si.,5.] = [S2,,5.] = 0 = S1., S2, et S, ont des états
propres communs. Mais [S1., 52] # 0 et [Sy,, §2] + 0 — les états
propres de S, et Sy, ne sont pas (tous) des états propres de 52,
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Or,

1
S, |€1 €2> — 57’2(61 + 62) |€1 €2> :

Donc, les |e; €5) sont des états propres de S, comme attendu
([S1z,5.] = [S2.,5.] = 0). Alors, on a la valeur propre

1
M=Z(e+e)=00  [+-),]-+),

— dans cette base,

De ceci, on peut s'attendre a ce que les états |.S, M) comprennent un
triplet (S =1): M = (1,0,—1) et un singulet (S = 0): M = 0.
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Quelle est la forme de S? dans cette base? Il faut calculer I'action de
S? sur les |1 e2). On note

§2:(§1+§2)'(§1—|—§2):§12—|—§§—|—2§1'§2.

Rappel:
Sy =5 +1S, , S-=5;—15y,
1 1
— S$:§(S_|_—|—S_) ; Sy:2—Z(5+—S_)
Donc:
§1 ' 52 = S12522 + S14S2y + 51252
1
= 5 G+ +51-) (524 + 52-)

1
_ Z (Sl—l— — Sl—) (SQ_|_ — 52_) + 51252,

1
— 5 (Sl_|_SQ_ + 51_52_|_) + 51,59, .
— §2 — »S_? + §§ + 251,59, + (SH_SQ_ + 51_52+) :
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. 3 3
S?|4+4) = Zhﬂ++>+1hﬂ++>+

3 3

J2 . N . 32 .

S%+-) 4h|+->+-4h|+ )
= R [+=) + =]

o2 3 2 3 2

S |—+) = Zh|_+>+1h|_+>

= P [+=) + |=+)]

= 3 3
"R | —— =
1 | >+4

0
(\V}
|

|

|

Dans cette base, 52 n’est pas diagonal:

SZZFL2

1
~RZ [++) + 0 =217 [++)

1

— —R |+—) + 1P |—+)
1 2 2

—§h\—+y+h\+—>

1
hﬂ——>+§hﬂ——y+0=2ﬁﬂ——>
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. . 1 1
Il faut diagonaliser le sous-espace central: 1)

Valeurs propres: A = 0, 2. Etats propres:

1 1 1 (1
e (1) aee ().

Valeurs et états propres de S2:
1 1
0: —I[|+=)—1|—+)] , 2r® : —[|+=)+|—+)] .
75 [+=) = 1=+)] 75 =)+ 1-+)]

52 a deux valeurs propres: 0 (pas dégénéré) et 242 (dégénérés 3 fois).

S(S +1)

0 = S =0 (singulet),
SS+1)=2 = §=1

(triplet) .
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Etats propres de S2:

111) = |++)

1 1
10) = 7 +=) + [—+)] 00) = 7 +=) — [—+)]
1-1)=]-—-)

Sommaire: on additionne deux spins % On trouve le spin total S = 0
ou S = 1. On a commencé avec 4 états (|++), |[+—),|—+),|——)), on
trouve 4 états alafin (|1 1),(10),|1 —1),]0 0)).

Remarque: |[++) et |——) sont symétriques par rapport a €; < €

— |1 1) et |1 —1) sont symétriques. Cette symétrie implique que |1 0)
est aussi symétrique (s [|+—) + [—+)]); |0 0) est antisymétrique

(J5 [[+=) — [=+)]). Donc: triplet = symétrique, singulet =

antisymétrique. On aurait pu utiliser cette symetrie afin de trouver les
états sans diagonaliser.

Mécanique Quantigue Avancée — p. 28



Solution générale: étant donné JZ, Ji., J3, Jo. et une base:

T2 g1, my) = gi(i + DR g1, ma) , Jis g, ma) = makilj, my)
jz2 G2, ma2) = ja(jo + 1)A% |52, ma) ,  Jas |j2, ma) = mah|ja, ma) |

on cherche les valeurs propres et les etats propres de J2 et J,, ol
J = J; + Jo. (En général, il y a d’autres nombres quantiques (e.g.
I'énergie) — J? et J, ne forment pas un E.C.O.C. Pour l'instant, on
travaille seulement dans le sous-espace du moment angulaire.)

On va écrire les états propres de J? et .J, en fonction de |71, m1) et
72, m2): changement de base.

L'espace de J? et J.. € = €1 ® €9, OU €71 €t €5 SONt engendres par
71, m1) €t |j2, mo). On écrit les états de e: combinaison linéaire de
’jla m1> ’j27 m2>'

Les dimensions de ¢; et e; sont 25; + 1 et 25, + 1 = la dimension de «
est (251 + 1)(2j2 + 1). € est composé de sous-espaces de dimension
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On examine de nouveau le cas de deux spins %

OnaS=25+9,=—25. =95, +S,, — les états 171, m1) €t |ja, mo)
sont des états propres de S,. On trouve 3 valeurs propres pour S.:
1,0,—1. Donc on saitque S < 1 (car M # 2). On trouve la valeur
propre M = 1 une fois = 3 S = 1 une fois. Commeona S =1=— 4
3 états |1 1), [1 0), |1 —1). Donc il reste un état: ¢a doit &tre |0 0).

Généraliser: J = J, + Jo = J. = J1. + Jo.. Les états |j1,m) |jo, ma)
sont des états propres de J.:

J. g1, m1) |j2, me) = (mq + mo)h|j1, m1) |j2, mo)

— M = (m1 + ms). Donc M prend les valeurs —(j; + j2), ... j1 + Jo.
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On suit 'exemple: il faut trouver le degré de dégénérescence de M.
On peut le faire de fagon geomeétrique. E.g. on considere spins % (6
valeurs de m;) et 2 (5 valeurs de ms). On calcul M = mq + mo:

my
. 9 9 .
Q Q Q [2°@ Q Q M= —-,—= (1fois)
9P 2 2
7T 7 .
Q © o |1 v 1S o) M=—-,—— (2fois)
S 712 20 2
5 5 .
9o ot o o o —m M =—-,—= (3fois)
52 =32 —2e| 12 32 52502 27 2
@ w o |-la o Q M =—-,—— (4fois)
\\ AN \\ \\ \\ \\ 3/2 2 2
o w9 |2a v O =55 (5 fois)
~92  -72  -5)2  -32 -1z 12
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Généraliser: le degré de degénérescence de M, g;, ,(M) (j1 > j2):

91,52 (]1 _|'j2) = 1
91,52 (]1 + J2 — 1) = 2
Gj1.j»(J1 —J2) = 2j2+1 (valeur maximale)

Donc: —(j1 +j2) < M < j1 + jo et 9j1,52 (M) = gj1,j2(_M)'

e Lavaleur maximale de M est j; + jo = A J > j1 + Jo.
e llyaunevaleur M = j; + jo = ilyaune valeur J = j; + 5.

o llya2(ji +j2)+ 1 valeurs de M associées avec J = j; + jo!
M = _(]1 _|_j2)7 eey (.]1 _|_.72)

e Cecicomprend M = j; + jo — 1. ll reste une valeur de
M = j; + j» — 1. Ceci doit étre associé avec J = j; + jo — 1.

e Etc. Repétition.
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Donc: les valeurs propres de J? sont telles gue
J=g1+j2, ji+je—1, .., |j1— Jaf.
A chaque valeur de J on associe un sous-espace.

Nous avons trouve les valeurs possibles de J et M, comment
trouve-t-on les états |J, M)?

Retour au systeme de deux spins % Nous avons trouve une seule
valeur de M = 1. Ca doit correspondre a I'état |1 1). Ca correspond
aussi a I'état |[++). Alors

11) = |++) .

Maintenant on agit avec I'opérateur d’échelle qui diminue I'état:
S_ =51 +55_:

S_|11) = V2h[]10),
(S1— + So-) |4++) = hl+—)+]|—+)] -
10) = — [[4=) + |-+
—= | 7 .
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On peut appliquer S_ = 5;_ + .55 encore une fois:
1-1)=]-—) .
On obtient I'état |0 0) par orthogonalité avec |1 0):

1
00) = 7 |+=) = 1=+

Généraliser au cas ou on a deux moments cinétiques j; et j». Nous
avons une seule valeur M = j; + j2, qui correspond a J = j; + Jo.
Comme c’est non-déegénére,

|J, M) = |j1 + J2, 71 + J2) = |71, 91) |72, J2) -
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On applique I'opérateur d’échelle, J_ = Ji_ + Jo_:

J_ i1+ o, j1+7d2) = V201 +42) b i1+ jesji+ 42 — 1),
Ji—1ji,01) 72, J2) = 251k 51,51 — 1) |J2, 72)
Jo_ |ji,01) 72, J2) = /2792h g1, 51) |72, 52 — 1) .

. o . 1 o o
— |1+ Jegitge—1) = \/ - — 71,71 — 1) |j2, j2)
71+ 92
[ )2 o
+ 4/ = —1J1,71) |J2,72 — 1) .
]1+]2‘ H >

On trouve les autres etats avec J = j; + j» en agissant de nouveau
avec J_.
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Il y a un autre état avec M = j; + j» — 1. Il doit appartenir au
sous-espace avec J = j; + jo — 1 et donc est compose des états
171,71 — 1) |42, J2) €t |71, 41) |72, 2 — 1). On le trouve par orthogonalité

avec |71 + jo,j1 +J2 — 1):

1 +je—1Lj1+5—1) = ’]1 g1 — 1) |42, J2)

+ 71, 71) 72,72 — 1) .

J1 +J2

Convention: le coefficient de I'état avec |j1, j1) est positif.
On trouve les autres états avec J = j; + jo — 1 en agissant avec J_.

Etc. On continue pour J = j; + jo — 2, etc. jusgu’a ce gu’on trouve tous
les etats |J, M).
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Sommaire: les opérateurs J?, Ji., J# et J,., avec états propres
171, m1) €t |j2, mo), Ne commutent pas tous avec H. C'est les

opérateurs J2 et J, qui commutent avec H, ol J = J; + Js.

Les états propres de J?2 et J, sont |.J, M):
J2I M) = JJ+ DRI, M) |
J |, MYy = Mhl|J M) .
Les valeurs permises de J sont J = j; + ja,j1 + Jj2 — 1, ..., |41 — Jj2|-
Pour chaque valeurde J,ona —J < M < J.
Sionécrite={|J, M)}, e = {|j1,m1)} etes = {|j2,m2)} ON a
€ = €1 ® €5. Le nombre d’états est conserve:
Ji1+7J2
> @J+1) =i+ 122 +1),

J=|j1—7J2|
Donc, la dimension de € est (25; + 1)(2j2 + 1).
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On exprime les états |.J, M) en fonction des |j;, m1) |j2, m2). On les
construit comme suit: il y a un état avec M = j; + j». Il correspond a
I'état avec J = j; + jo (I'état le plus haut):

J1 + g2, J1 + J2) = |71, 91) |72, J2) -

On agit les deux coétes avec J_ = J,_ + Jo_. Plusieurs fois: on trouve
tous les etats avec J = j; + jo:

J1 + J2,J1 + J2)
71+ Jo, g1 +J2— 1),

g1+ J2, — |71 + ja|) -
Maintenant on tourne notre attention au sous-espace avec
J = j1 + jo — 1. Létat le plus haut est |j; + j» — 1,51 +j2 — 1). Onle
construit par orthogonalité avec |j; + j2,j1 + j2 — 1). On trouve les

autres etats de J = j; + j2 — 1 en agissant avec J_ = J,_ + Jo_. Cecli
donne tous les états avec J = j; + jo — 1.

On continue de cette facon.
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Coefficients de Clebsch-Gordan

On écrit les |J, M) en fonction des |j;, m1) |j2, m2). Les coefficients
sont les coefficients de Clebsch-Gordan:
J1 72

|JM Z Z .71 ]27m17m2|J M> ‘.717m1>|]27m2> .

mi1=-—7j1 ma=—72

Les coefficients de Clebsch-Gordan (j1, jo; m1, mol|J, M) sont réels. lls
ne sont non-nuls que si M = my +mgy et |j1 — jo| < J < j1 + Jo.

On choisit les signes tels que (j1, j2; 71, J — j1|J, J) est positif. Donc le
Signe de <j1,j2; mq,J — m1|J, J> est (_1)j1—m1.

Remarque: c’est juste une transformation de base. C’est-a-dire:
(71, J2; m1, ms|J, M) est la projection de I'état |J, M) sur |j1,m1) |j2, mo):
c’est le produit scalaire des états.
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Comme c’est une transformation de base, on peut inverser:
Ji+J2 J
Groma) lja,ma) = > Y (S, My, jasma,ma) |, M)
J=|j1—j2| M==J
Les coefficients de Clebsch-Gordan sont réels —-
<‘]7M|j17j23m17m2> — <j17j2;m17m2"]7 M> y

Exemple: J; =1, J> =1 (1 ® 1). Le moment angulaire total est
J =0,1,2. On commence par

292) =[11)[11) .

On applique J_ = J;_ + Jo_:
21) = = 111)[10)+[10)11)]
V2 |
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Létat |1 1) doit étre orthogonal:

1
|11>=ﬁ[|11>|10>—!10>|11>]-

(Le coefficient C.G. de |1 1) |1 0) est positif.)

On continue avec J_ = J;_ + Jy_ et I'orthogonalité:

1

20) = %Hl1)\1—1>+2\10>|10>+\1—1>]11>],
1

10) = \ﬁ[IllHl—D —1=H D,
1

00) = ﬁ[lllﬂl—l% 10)[10)+[1 -1 1)] .

Remarque: la convention de phase donne des réles asymétriques a j;
et a jo. Si on inverse ces deux,

(j2s j1ima, ma|J, M)y = (=1)7F277 (41 josmy, malJ, M) .
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Relations de recurrence: rappel:

Ji g, mi) = A+ 1) —ma(ma £ 1) [j1,my £ 1),
Jox [ja,ma) = h/ja(jo + 1) — ma(mo £ 1) |jo,mo £1)
Je |, MY = hy/J(J+1)—MM=E1)|J, M+1) .
On commence avec
J1 J2
“]M Z Z ]1 ]27m17m2“] M> ‘]17m1> ‘]27m2> .
mlz_jl mg—_]Q

On applique J_ = J;_ + Jo_: |
VIJ+1) = MM -1)JM-1)= > >

[\/]1(]1 + 1) o mll(mll o 1)<j17j2;m/17m,2"]7 M> |j17m/1 o 1> ‘]27m/2>

+ \/jz(Jé + 1) — mb(mb — 1)(j1, jo; my, mo|J, M) |1, m7) |72, my — 1>]
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On multiplie par (j1, m1| (j2, m2|. Dans le premier terme a droite:
mj = mi + 1, m5 = mo, dans le deuxieme terme: m} = mq,
ms = mo + 1. Alors,

VI +1) = M(M —1) (j1, jo;ma, ma|J,M —1) =
\/jl(jl + 1) —my(my + 1) (j1, jo;m1 + 1, ms|J, M)
+ Vj2(j2 + 1) — ma(ma + 1) (j1, j2;m1, ma + 1|J, M) .

De facon similaire,

VI +1) = M(M +1) (1, jo;my, ma|J, M +1) =
V11 + 1) —my(my — 1) (1, jo;m1 — 1, mal|J, M)
+ \/j2(j2 + 1) —mao(meo — 1) (j1, j2;m1, mo — 1|J, M) .

On utilisera ces relations de recurrence pour le theoreme
Wigner-Eckart.
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Relations d’orthogonalité: nous avons (J, M| J', M") = 655/ darar. ON
insere | |

J1 J2

Z Z |j1,m1>|j2,m2> <j17m1|<j27m2| =1.

mi1=—j1 ma=—72

Ceci donne une relation de fermeture:

J1 J2
Z Z (J, M|j1, j2; m1, ma){jr, jo; ma, ma|J', M") = d55: 0001 -

m1:—j1 mgz—jg

Comme les coefficients de Clebsch-Gordan sont réels,

J1 J2
Z Z (g1, J2smy, malJ, M)(j1, josm1,malJ , M") = 655 0nm -

mi=-—j1 ma=—7j2
De plus (en dernier lieu)

j1+j2 J

> > (s dasma,mald, M), i mh, mb| T, M) = 6t g, -
J=|j1—j2| M=—J
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Isospin

Addition de moments cinetiques: tres théorique? Non. On ['utilise
constamment. E.g. physique des particules: isospin. Remarque:
proton et neutron ont presque la méme masse: m, ~ m, —

suggestion: il y a une symétrie qui les relie. lls sont deux composantes

d’'un doublet:
N — (p )
n

La symétrie s'appelle I'isospin.Sous isospin, p = |5 ), n = |5 —3).

Plus tard, on a produit d'autres particules dans des interactions
nucléaires:

mt Mt
m: [ =1 0 A T=0; Y:I=1 >0
7 My
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On peut utiliser la conservation d’isospin dans des interactions fortes
et électromagnétiques. E.g. on n'a pas observé pp — nn

-G

On observe p’ — 77~ (interactions fortes). Etat initial: p° = |1 0).
Etat final: (w7~ | = (1 1] ® (1 —1| qui contient (1 0|. Donc l'isospin est
conserve.

Donc pp — nn viole I5 total.

Mais les interactions faibles violent I’isospin E.g. on observe A — pr—
Etat initial: A = |0 0). Etat final: = (3 | ® (1 —1| qui est une
combinaison de (3 —3| et (2 — qU| ne contient pas (0 0.

On peut comprendre ceci: on a <p7r—\ Hy, |A). Lisospin est conserve si

'opérateur H,, se transforme comme un état |3 —1) ou |3 —3).
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Opérateurs Tensoriels

Opérateurs avec isospin (ou moment angulaire)? En fait, ce n’est pas
nouveau. Rappel: harmoniques sphériques: les états Yy, (6, ¢) sont
des états propres de L., ou les opérateurs L., et L sont:

.0 _ oo (49 00
L, = Zh@(b’ Ly =he (:l:aeJrzcotHa(b)
LiYi(0,0) = BVl +1)—mim+1)Yme1(6,0) .

Cette forme est appropriée pour le cas ou les Yy, (0, ¢) sont des états.
Mais on peut écrire ces relations de cette fagon:
Lz, Yo (0, 0)] = mh Y (6, ¢)
L, Yo (0, )] = h/£(0 +1) —m(m £ 1) Yena1 (9, ¢) -

Cette forme est appropriée pour le cas ou on traite les Yy,, (0, ¢)
comme étant des opérateurs.
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On considere 7 = (x,y, z). On peut définir les composantes sphériques a
I'aide des coordonées sphériques: = = rsinf cos ¢, y = r sin 6 sin ¢,
z = rcosb.

ry = —\%(x + 1y) = — \%rsin@em
ro = % — = rcosb
1 , R S
r_q = \ﬁ(x — 1Y) = \ﬁrsmﬁe
Mais, rappel:

T, — \/%TYM(Q,@ .

Alors, ¥a |l = 1. En fait, tous les vecteurs ont [ = 1.
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On considere les commutateurs [L., x|, [L,,y] et [L., z|. (Rappel:
L, zh( ——ya))Ontrouve

L,,x|=1thy , |[L,,yl=—thx , |[L,,z]=0.

[LZ', .CI?j] = ’iheijkilﬁk .

On s’inspire de ceci pour définir un opérateur vectoriel (I = 1):
[Ji, V] = ihe€; Vi .

Quelques observations:

e .J estun vecteur.
e S=0= J=L.Donc et {sontdes opérateurs vectoriels.

e S£0= J=L+S.Donc L et S sont des opérateurs vectoriels.

e Mais L2, L- S, etc. ne sont pas des opérateurs vectoriels. Ils sont
des scalaires (I = 0).
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On a des opérateurs avec [ = 0 et 1. Est-ce qu’on ne peut pas avoir
des opérateurs avec d’autres valeurs de [ (ou 5)? Oui.

Relations de commutation: [L;,V;| = ihe;jxVi. Ona Ly =L, £iL, et
on peut définir les composantes sphériques de V [Vi(l)]. Alors

., vVl = o,
- - 1
LY = e Ve + V] = (+1)rv Y
- | 1
L] = Lo

Remarque: c’est similaire a L, Y1,,(0, ) = mhY1,,(0, ¢).

Egalement,
{L+,V1(1)} —0 . [L+,VO<1>} NGTAS [L+,V_<11>} ENGTAASE
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Donc:

{LJF, Vﬂ(ﬁ})} = h/1(1 +1) —m(m + 1) Vrglll .

C’est similaire pour [L_, V#})} :

Rappel:

LiYpn(0,0) =h/l(l+1) —m(mE1) Yime1(0, 0) .
Jusqgu’ici, ce n’est gu’une curiosité. On continue. Nous savons que les
opérateurs vectoriels ont [ = 1. Qu’est-ce qui se passe si on combine
deux opérateurs vectoriels? Nous connaissons le produit scalaire et
vectoriel. Y'a-t-il d'autres possibilites?

On construit T;; = V;W; = [V ® W];; (pas des composantes
sphériques):
ViWwy ViWy Vi Wy
Lij = | VoW VaWy Vo Ws
VsWy VsWy V3 Ws
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Comme V et W ont tous les deux [ = 1, on s’attend & trouver
11=081¢2. Le ‘0O’ a droite est le scalaire:

— —

V-W=ViW, + VoW + V3 Ws.
Le ‘1’ a droite est le vecteur:
(‘7 . W)k = ek ViW; = ViW; = V; Wi (i, j, k cycliques) .

On peut écrire les composantes de 7;; comme sulit:
1 1
ViWj =5 (ViW; + V; Wy) + 5 (Vi W; = V; W)

On enleve la trace (scalaire): T;; = 0. On enleve la partie
antisymetrique (vecteur): T;; = T};. Il reste une matrice symétrique et
sans trace (5 composantes).

Ceci est un tenseur de rang 2: [ = 2.
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De plus, en coordonnées sphériques:

PO O PO — O
PO — L [V WO e vOw®] PR = 3 VO WD v wd
. — 5 — — .
PP = Z (VO WD 2v @ w1 v w]

On voit que le tenseur de rang 2 est composé de facon attendue selon
I'addition du moment angulaire.

On peut continuer de cette facon afin de former des tenseurs de [
supérieur. Un opérateur tensoriel de rang K s’écrit

Tg{) , Q=-K,-K+1,..,+K (2K + 1 composantes).
Le moment angulaire total est K. On a

LT = QnTy
e T = VEEFT) - QR EDATSS, .
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Théoreme Wigner-Eckart

On considere l'action de Tg{) sur un état: Tg{) 17", m’). Ceci est un
état propre de J.:

TSN mh| = (T80 + QpTEY) 1w
= (@+m)n [T5V )5 m)|
On considére J2:
J2 = 24247
1
= J*+ 5 (Je o+ Jy) [Jy, J_] = 2hJ,

= JP4hJ,+J_Jy.
Alors

Jy {Tg{) 7', m/ﬂ

K .
(18904 + VEE+ 1) = Q@+ )Ty ) 17, m')
= Vi 1) =/ + 1) RTSY |5, m + 1)

+ VE(E +1) - Q(Q+ ) hTS 5, m') .
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Ensuite
I [ [ )|
est une combinaison linéaire de Téﬁ)l 17/, m’ — 1), Tg{) 17/, m’) et
Tgi)l ', m + 1).
Point: Tg{) 7', m’) n'est pas un état propre de J2.

Quel est I'état propre de J2? En s’inspirant de I'addition du moment
angulaire, on devine:

T M) = Y (K § Q| MY T | m)
m’,Q

Remarque: cet état n'est pas norme.

Cet état agit-t-il correctement sous I'action des composantes de .J?
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On sait que |J”, M") est un état propre de J,. Maintenant, sous .J:
J_,_ |J//7M//> _ Z <K j/§Q m/IJ// M//>
m’,Q
() T, (K) (1 7
{m G+ 1) —m'(m + DATY |, m’ +1)
(K) (1 zr 7
+ VEE+1) - Q@+ DTG I mh |

Dans le premier terme, on change m’ — m’ — 1. Dans le deuxieme, on
met ) — Q — 1. Donc

K .
Tl M7y = T m)
m’,Q

0 {\/j’(j’ 1) —mlm — 1) (K §Qm' —1]J" M")

+ VEE+D) - QQ-1)(K j5Q—1m/|J" M")} .
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Mais: avec la relation de recurrence pour les coefficients
Clebsch-Gordan, le terme en parentheses devient

VI (I 1) = M (M + 1) (K, 7;Q,m |J", M" + 1)

C’est-a-dire, on a

Jo | M"Y = /I (J"+ 1) — M"(M" + 1)k |J", M +1) |

ce qui est la bonne transformation.

Egalement,

J_|J" M"Y =TI+ 1) = M"(M" — )k |J", M" —1) .

Donc I'état |J", M"") se transforme correctement sous J,, J, et J_. —
c’est un état propre de J2 (pas normé!).

Point: dans Tg{) 177, m/), il faut additionner les moments cinétiques de

TS et|j,m').
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On a trouvé que |J”, M") est un état propre de J, et J2. On peut
Inverser:
K+j’
TCSK) \j’,m’) _ Z Z Kj/;Q m/|J// M//> ‘J”,M”> .
J// |K ] |M//_ J//

Alors
K+j'
Gom| T mly = Y Z (K j;Qm![J" M") (j,m|J",M") .
J// ‘K ]|M//__J//
Et
K+j' J"
Gom| T5 17 m'y = Y S (K 51w/ M) (j.m ", M) .

J”:|K—j" M/ —=—J

Mais remarque: quand on change Q — @ + 1, les sommes ne
changent pas; tout ce qui change est le coefficient de Clebsch-Gordan.
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Donc: si on écrit (j,m |J", M") = [X] 6,7/ 0mn, l& [ X] est
indépendant de @) (et m et m’). (Remarque: si on change K — K + 1,
les sommes changent = [ X] dépend du moment angulaire total.)

— 0N peut écrire
(G.om| TS 17 m') = [X)(K §5Q m/|j m)
ou [X] contient 25 + 1 termes.

Convention: on écrit

X] =Y Gom |, M7y = ——— (| T || ).

— V27 F1

On appelle (j || T || 5/ ) 'élément de matrice réduit. Il ne dépend
pas de Q.

Ceci est le théoreme de Wigner-Eckart.
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Théoréme de Wigner-Eckart: I'éléement de matrice (j, m| Tg{) 17", m’)
est le produit de deux facteurs: (i) un coefficient de Clebsch-Gordan
qui contient toute I'information du moment angulaire et (i) un elément
de matrice réduit qui contient toute I'information dynamique.
Probléme: I'isospin I de la particule N = (N, NY) = (p,n) est 1/2,
celui de la particule 7 = (7, 7%, =) est 1 et celui de la particule

¥ = (ZF,%°% X7) est 1. Les composantes I3 sont:

(3,—3) pour (p,n)

(1,0,-1) pour (7t,7%77) , (1,0,—1) pour (X+,X%,%7) .

L’hamiltonien faible H,,, qui est responsable de la désintégration des
Y, est un opérateur tensoriel d’isospin 1/2 et I3 = —1/2.

Démontrer la “relation du triangle”

—V2{(r%| Hyy |ST) = (zFn| Hy |ZT) — (77n| Hy [S7) .
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D’abord, il faut exprimer les états finaux en fonction d’isospin total. On
a|mp)=110)|55) [7tn)=11)|5 —5)et|rn)=|1-1)|5 —3).
Donc il faut trouver les coefficients Clebsch-Gordan pour 1 ® % (ou

utiliser des tables).

On a

I
=
|
_|_
-
—
g
|
|
~_—
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Alors

31 2 11 1 1 1
B O e ) ) i i ) ) P
22> 3 | 0>|22>+ 3 | >‘2 2>
11\ 1|10>11 N 2|11>1 1
22/ 3 22 3 2 2
Donc
11 2131 1]11
0
—10o)V|=2) = S22V /2|22
TP ‘O>‘22> 3 > 3 22>
1 1 1]31 2111
)= 112 =2 ) = /2|22 il e
) =| >‘2 2> 3 >+ 3 22>
Et
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On écrit H,, = 72 Donc

—1/2"
0, | 7(1/2) _ 2 /8L aye L /11 aye
(b T2 [27) = /3 <§§‘T—1/2 11) - \/; 55| o1z 11 1)
21 3 1 1 31
- V:%—HTW”HHFlr—H—ﬂ
32 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 11
-3 5 (GITY )G L5 15 )
3.2 "2 2 2 '2 2
De la page précedente, on a
1 131 1 1,11 2
1 =1 —=|= =) =4/= 11 —=|= =) =4/=.

Mais <j2,j1;m2,m1‘<], M> = (—1)j1+j2_‘] <j1,j2;m1,m2],], M> Donc

1 1 31 1 1 1 11 2
1; 1 = 1 1

L3153/ =3 GL-3l53) 3
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On définit

1 3 1 1
Ao == (= || TW2 |1 Ajjp=— (= | TV 1) .
Donc
0 (1/2) o \@ \@
<7T p}T—1/2 ‘Z+> o 3 A3/2 + 3 A1/2 :
Maintenant

(1/2) - L /311 /2 2 /111 /2
<7T+TL}T_1/2 }E+> — \/;<§§'T_1/2 ‘1 1> + § 55 T_1/2 ’1 1>

1 2
= §A3/2 - §A1/2 :

Finalement,
0 m(1/2) e\ /3 3| a(1)2) _
(mTn| T 5 |2 >_<§—§'T_1/2 1-1) = Az)5 .
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Mettant tout ensemble, on trouve
V2 (7% Hyy [S7) = (w¥n| Hy [S*) = (rn| Hy [27) |

ce qui verifie la relation du triangle.
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Particules Identiques

Nous savons qu’une fonction d’onde décrivant un systeme contenant
des particules identiques doit étre symeétrique (bosons) ou
antisymetrique (fermions) sous des permutations de ces particules.

Voila comment on construit ces états. On définit les opérateurs de
permutation P,. E.g. pour 3 particules, 4 6 permutations —- 3 6
opérateurs P, ;:

‘met la particule #1 dans la case i,

P - metla particule #2 dans la case 7,

 met la particule #3 dans la case k.

P123 gba Cbb ¢c> — qba, Cbb ¢c> (Identlté)
E.Q. P13 |¢a Pb @c) = |6 Pa dc)
P231 ¢a ¢b ¢c> — ¢c ¢a ¢b>

On peut exprimer chacun des 6 opérateurs comme un produit
d’opérateurs d’échange: P;»3 (aucun); P32, P321, Po13 (1: ce sont les
Opérateurs d’éChange); Ps31, P319 (2 e.g. Ps31 = P39 P321).
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La parite des opérateurs de permutation est reliée au nombre
d’échanges: parité = +1 si le nombre d’échanges est pair, = —1 Si
impair. Pour 'opérateur P,, on écrit parité(P,) = ¢,.

Etat symétrique: sous une permutation des particules identiques,

P WS> — WS> VP, .
Etat antisymétrique: sous une permutation,

Po|Ya) = €a|tha) -

Eg. |¢Ys) = |¢a o da) ,
‘wA> |§ba Cbb ¢C> - ‘?bb ch ¢a> + |Cbc Cba ¢b>
- |§bb Qba ¢c> — |§bc gbb ¢a> — ‘Qba ¢c ¢b>

Opéerateurs de projection pour N particules:

1 1
SZMZPQ , A:mZeaPa.

Remarque: S + A # 1 pour N > 2 = on ne peut pas diviser I'espace
en purement symetrique et antisyméetrique.
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E.g. on suppose que I'Hamiltonien a des états |¢,,), n = 1,2, ....
Deux particules: on écrit un état général comme |¢,, ¢, ).

Si on a deux bosons identiques:

1

Si les deux particules sont dans le méme état, I'état est |, o).

Si on a deux fermions identiques:

1
|¢A> — ﬁ qun ¢m> - |§bm ¢n>] .

Si les deux particules sont dans le méme état, on obtient 0! C’est le
principe d’exclusion de Pauli. On ne peut pas avoir deux fermions
dans le méme état.
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Jusqu’ici, il 'y a qu’un degré de liberté impliqué: I'état d’énergie |¢.,).
Qu’est-ce gque se passe si on a plus d’'un degreé de liberte?

On considere deux e~ non-interagissants dans un potentiel V' (z).
L'Hamiltonien a des états propres |¢,), a = 0,1, .... Les états décrivant

un seul e” sont |¢p,,m),a =0,1,..., m = i%. On suppose (simplicite)
gu’il n’existe que deux états |¢,) et |¢p). Quels sont les états décrivant
le systeme de deux e~ ?

Avant d’antisymetriser, 3 16 états:

Gas+; Pas+)  [Pas+5 Dby +) Doy +5 bay +) Dby 5 Dby )
Dar+; Pay —) ¢a,+ by, —) ¢b,+ Pas —) ¢b,+ by, —)
bas —; Pas +) —; ¢p, +) —; Gay +) —; ¢p, +)
bas —; Pasr —) —; &, —) —; Gay—) —; &, —)

Afin d’obtenir les états physiques, on applique I'opérateur
d’antisymétrisation A ~ 1 — P»;.
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Quand on applique A, quatre états donnent zéro par ce qu’ils sont

symétriques: |¢q, +; P,

Il y a 6 etats non-nuls. lls sont:

A|pa;+; P,
Alpa, +; do,
Alda; +; do,
Aldas —; do,
Alpa; —; do,

A ‘be, =+ be,

=)
+)
=)
+)
=)
=)

-

Hqﬁa,+ bas
= (190, +5 0, +
= (|90, +3 0o,
= (190, = 0, +
= (|00, =5 b,

quba_'_ be,

I Lo | | N |

_>_

+) -
=) -
+) -
=) -
—) -

+>1 ‘¢b7+;¢ba+>1 ‘¢ay_;¢aa_>’ |¢by_;¢ba_>'

[Gar = Ga, )] (a)
B, +3 ¢a )] (D)
|66, = das +)] (c)
B, +; @0 )] (€)
|6, =3 ¢ay —)] (D)
|66, = b, )] (a)
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On a 3 types d’états:
e (a): méme etat spatial, différent état de spin,
e (b): différent etat spatial, méme état de spin,
e (C): différent état spatial, différent etat de spin,
Examinons de plus pres ces états:

1 1
(CL) : 75 quaa _'_; ¢a7 _> o ‘Qba, — Qba; +>] — |¢a ¢a> = [|‘|‘_> - ‘——|—>]

V2
= |Pa ¢a) |00) .

Lautre état de type (a) est |¢y ¢p) |00).
On a un état spatial symétrigue ® un état de spin antisymétrique.

1 1
(b) : NG Par +5 Db, +) — |, +5 @as +)] = NG |Pa b) — |Pb Ga)] |++)
= |pa Pp),11) .

Lautre etat de type (b) est |¢, ¢p) , |1 —1).
On a un état spatial antisymétrique ® un état de spin symétrique.
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(C) : T [‘gba?—i_ ¢ba > ‘qbba — Qba, +>]
E H¢a7 _;qbba > - ‘qbba =+ ¢a7 _>]

Les états d’espace et de spin ne se séparent pas de facon évidente.

Mais: on additionne ces deux états (on norme le nouvel état):

1
5 H¢aa +; ¢b7 _> — ‘¢b7 — ¢a7 _|_> + |¢CL7 — ¢b7 _|_> _ |¢b7 T ¢CL7 _>]

= @0 b)) —= [[+—) + =) = o ba) —= [l+—) +|—+)]

v 7
— ‘qba ¢b>A ‘1 O> .

On trouve l'autre état de type (c¢) en soustrayant les états ci-dessus.
On obtient |¢, @) |0 0).

f
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Donc, les états du systeme sont

|§ba gba> |OO> ¢a ¢b>A 1 1>
@6 dp) |00) ba Pb), |110)
|¢a ¢b>s |O O> ¢a ¢b>A 1 _1>

Tous sont le produit d'un état symétrique et un état antisymétrique.

On aurait pu deviner ceci: comme on additionne deux spins, les états
de spin doivent étre des états propres de S2 et S,, ol S = S; + Ss.
Ces états sont |1 m) (m = 1,0, —1), qui est symetrique, et |0 0), qui est
antisymétrigue. (Remarque: comme S2 et S, sont symetriques, ils

commutent avec A et S — les états propres de 52 et S, sont aussi
des états propres de A et S.)

Ensuite, on multiplie par I'état spatial. Comme on cherche un état total
antisymétrique, I'état spatial doit étre antisymétrique (|1 m)) ou
symétrique (|0 0)). Ca fonctionne par ce que A + S = 1 pour 2
particules.

Mécanique Quantigue Avancée — p. 73



Probléme: on considére une particule fictive P° se désintegrant via

I'interaction forte (qui conserve l'isospin), en 2 pions. Si P° est de spin
2etl =215 =0, utiliser le théoreme de Wigner-Eckart pour calculer

le rapport des taux de désintégration du P° en 77~ et 7°x" induits
par H¢.rte. (Remarque: le fait que H¢,,... conserve l'isospin implique
que H .-t €St un opérateur tensoriel avec I =0, I3 = 0.)

Quel est le lien avec particules identiqgues? Dans le formalisme
d’isospin,

C'est-a-dire: les particules =1, 7° et 7= sont identiques, sauf pour leur
troisieme composante d’isospin. (C’'est comme des e~ de spin + et de
spin —.) Donc les états finaux 77~ et 77" consistent de particules
iIdentiques bosoniques et doivent étre symeétriseés.
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L'état final w7 consiste de trois parties:
|Tm) = |espace) |spin) |isospin) .

Les 7 ont spin 0 = le spin total de |77) est 0, qui est symeétrique.
Comme PY a spin 2, le moment angulaire orbital de I'état |r7) est 2,
qui est symétrique [(—1)']. Dongc, I'état d’'isospin doit &étre symétrique:

1

S 75[\11>\1—1>+|1—1>|1 1)]
1 [1 1
= \/5[\/6|20>+7‘10> \/_|OO>]
+ 5 [J=l20) - 0+ 100

_ —\20 \[\00
‘7T07TO>S = \/g|20>—%|00>.
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Alors,

_ 0 1 1
(wrr | H 200 = s (20 HO ]2)
1
(x|  H [20) = <2HH<0)H2>\E-
s V2-2+1 3
Donc
I’(Poﬁﬂﬂr_)

1
(PO — 7070) 2
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Perturbations Indéependantes du Temps

On considere le cas ou on décompose I'Hamiltonien complet en deux:
H=Hy+W.

On connait les états propres et les valeurs propres de Hy. Si W est
une petite correction, les états propres de H ne seront que légerement
différents de ceux de H,.

On écrit
H=Hy+ \W.

Lorsqu’on varie X de 0 a 1, les états propres de H, deviennent les états
propres de H de facon lisse. Les énergies varient de facon similaire.

On a

Holep) = Ep |y -
Ici, I'indice p correspond aux energies differentes; I'indice ¢ correspond
aux dégéneérescences possibles. Les }gp@ forment une base:

<90§9‘ gpé,) = Opyp' Ot Z ‘80@ <90;,} =1.
D,
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On peut écrire
H(\) = Hy+ AW .

(A=0:H(\) = Hy;A=1:H(\) = H.) On cherche des solutions de

H) [p(N) = EA) [$(A)) -

On ecrit
E(\) = e+ e+ M6+ ...,
W) = [0) + A1)+ A7 2) + ...
Alors
H(A) [i@kn n>] = [iov’en/] [i}vm] .

Les coefficients des difféerentes puissances de )\ doivent étre égaux les
deux cotes.
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On a
(Ho +AW) [|0) + A1) + A*[2) + ...]
= (eo+ et + XNea + ) [[0) + A1) + A% 2) +...] .

Ao Hpl0) =€ |0) .
AL Hy|1) + W |0) = €0 |1) + €1 |0)
—  (Ho—e0) 1)+ (W —€1)]0) =0.
A2 Ho|2) + W 1) = €0 |2) + €1 1) + €2 ]0)
—>  (Hp—€)|2) + (W —€1)|1) —€2]0) =0.
etc.

On avait H(A) [¢(A)) = E(A) |[(A)).
e on demande que |y (\)) soit norme.
e on choisit sa phase de sorte que (0| ¥(\)) soit réel.
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Ceci implique que:
o OAY): (0]0) =1.

o O (P(N)[Y(A)) = (0[0) + A[(1]0) + (0[1)]
— (1]0) = (0|1) = 0.

e O()\?): le prochain terme est A% [(2|0) + (0]2) + (1|1)]
= (2|0) = (0|2) = —3(11).

e efc.

On avait Hy |¢}) = EY |¢L), ol i correspond aux dégénérescences
possibles. On va traiter les deux cas séparément:

e 7 dégeéneérescence,
e ddégeénérescence.
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Cas non-dégeénere: lorsque A — 0, les états propres et valeurs propres
de H()) deviennent ceux de Hy. Donc, |0) = |p,,) et eg = EL.

e1? Nous avions (Hy — €g) |1) + (W —€1) |0) = 0. Alors
(pnl (Ho — €0) [1) + (@n| (W —€1)[0) =0,

Mais |p,,) = |0) est un état propre de H, avec valeurs propres E° = ¢
—> (pn| (Hp — €p) |1) = 0. Donc,

€1 = (n| W lpn) .

Alors,
Ey = E’?L + <§0n‘ W ‘Spn>

a l'ordre \'. C'est-a-dire: la premiére correction a I'énergie est
simplement la valeur moyenne de W dans I'état non-perturbé |¢,,).
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11)? Nous avions (Hy — €g) |1) + (W —€1) |0) = 0. Alors
(¢p| (Ho — €0) |1) + (pp| (W = €1)[0) =0,

ou (| # (wnl-
Comme (¢! | €1 |0) ~ (¢L|¢n) =0,0na

(E) — Ep) (@b 1) + (5| W |pn) =0

Alors,
1

(En — Ep)
Si on écrit |1) comme une combinaison linéaire de tous les états ‘gpé>,
cette relation donne les coefficients des }gp@ pour ‘g0;> #* |pn). Mais
comme (p,|1) = (0|1) = 0, I'état |1) n’a pas de composante |p,,).
Donc cette relation donne tous les coefficients:

SPIR . LTINS

1,PFEN

(h| 1) = (oL W |n)
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A I'ordre \!, nous avons
| W |on)

) ‘¢”+Z<¢p )‘p>'

1,pFEN

Les états propres de H = Hy + W sont une combinaison linéaire de
tous les états propres de Hy = W produit un mélange entre |p,,) et

tous les autres états. Le mélange est maximisé lorsque (% | W |¢;,)
est grand et (E, — E)) petit (en général les niveaux voisins).
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Maintenant on peut calculer ¢5. Nous avions
(HO — 60) |2> + (W — 61) |1> — €9 |O> — 0. Alors,

(n| (Ho — €0) |2) + (n| (W —€1) [1) = (pn]€2]0) .

Le premier terme est nul, donc

W lon
€2 = Qpn‘W‘l Z ‘ 9029‘ ‘go)‘
i,p#n P
Alors, a l'ordre )2,
: 2
0| W lon
B = B0+ (ol W) + 3 1017120

i,p#£N " P

Remarque: plus la différence (E, — E) est petite, plus la correction a
E?Y est grande.
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Lorsque (E; — E)) — 0, les corrections divergent — il faut traiter
séparément (ii) le cas degénéré.

On suppose que I'énergie E° est dégénérée g, fois. On avait
Hy |0) =€ [0) = EY |0) .

Mais: s’il y a dégénerescence, ceci ne spécifie pas |0): |0) pourrait étre
n'importe quelle combinaison linéaire des g,, etats avec valeur propre
EQY. Alors, dans ce cas on ne connait pas |0).

Passons a l'ordre ). Nous avions
<gpfl‘ (Ho — €) |1) + <g0§1‘ (W —€1)]0) =0,i=1,2,...9,. Le premier
terme est nul, donc

(b | W10) = €1 (L] 0) .

Comme on ne connait pas |0), ceci représente g,, équations, une pour
chacun des (% |.
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On insere un ensemble complet d’états:

> (oW ¢§;> (b |0) = e1 (¢4 ] 0) .
e’ .
Mais |0) est au plus une combinaison linéaire des états ¢! — p = n:

dn
Z <903L’ 44 ‘¢fm> <9037, 0) =€ <902\ 0) : g, equations .
/=1

— (pL| W ’%> est une matrice g,, x g,. Le vecteur colonne (¢ | 0)

est un vecteur propre de <gp§L\ W ’go;g> avec valeur propre e;.

Egalement: on appelle W (™) |a projection de I'opérateur W sur le
sous-espace des ‘g&fl>. L'éguation ci-dessus est

W) 0) = ¢ |0) .
C’est-a-dire: le vecteur |0) est un vecteur propre de la matrice
(ph| W ‘g&j’l> et e; est la premiére correction a I'énergie (g,, valeurs). Si

toutes ces valeurs sont differentes, la dégénérescence est

completement levee. . . _
Mecanique Quantique Avancée — p. 86



Exemples. (1) On rajoute une constante, C: H = Hy + C'. Solution
exacte: la constante est ajoutée aux énergies, les etats propres de

changent pas.

Qu’est-ce qu’on trouve?

(b W ln)|”
i, pF#n p
(¢ W!son
\¢>=\%+Z p‘ )\p>.
1,pF£EN
Mais comme W = C, (¢n| W |p,) = C et (oL | W |p,) =0 =

E, = E,+C,
‘¢> — |90n> .

Donc on trouve la bonne réponse.
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Perturbations de I'oscillateur harmonique. Rappel:

H=—+-mw*X*, |X,P]=1ih.
2m 2

On définit
Xx=,/Xx Pp=
h mwh

Avec ces définitions, on a

AN AN

X,P|=i, H=

Ensuite

1 -~ ~ 1
a=— | X+ z'P) : ol = —
V2 ( V2
On définit N = a'a = H = N + 1. Les états propres de H sont les
états propres de V:

Nlon) =nlen) , a'lon) =V +1leni) , alen) =vnlena) -
Les v,, sont les états propres de H, avec valeurs propres (n -+ %) hw.

()?—UB) — [a,a']=1.
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(2) On rajoute le potentiel linéaire W = MiwX . Solution exacte:

P? 1
H = — 4 -muw?X?+ \w @X
2m 2 h
P17 mw
= — 4= X% + 2 \hwy | —X
om o | A ]

P2 1 Nhw mw ° 1
= — 4= v w2 X — Nhw .
2m + 2 | + vm ] 2

Nous avons déja traité la constante a la fin. Donc on s’attend a ce que
B = (n+ 1) hw — 122hw.

Les états propres sont les mémes, avec un déplacement en z:

h 2 (gt—q
w—x+AV = o)) =€ NP

ou on a appliqué I'opérateur de translation. Donc

n+1 n
) = o) = 2 o) + 2y 2 on) +
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Théorie des perturbations: W = )\hw\f (a+a’) = (pn| W pn) = 0.

Mais
n—+1 n
(onl W hon) =2yt fona | W) = Xy [ o
Alors
W )| 1
B, = E°+ (on|W|on) + () — B — - Nhw
(onl W ln) ;ﬂ (B0 — ) 5
Pp| W lon)
b) = \¢n+z<p‘ = jo

1,pFEN

n-+1
= |pn) — A > | Ont+1) + \f\gon 1)

Donc on retrouve la solution exacte. (Pour I'énergie, on peut montrer
que €, = 0 pour n > 2.)
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(3) On rajoute le potentiel quadratiqgue W = 1 pmw?2 X2 = L phw X2,
2P 2P

Alors

P? 1 1

H = — + -mw’X?+ - pmw?X?
o + 2mw + mew
P2 1 5
= 4= 1+p)X2.
- + 5 mw (1+p)

Solution exacte: on se concentre sur les eénergies. On a les mémes
énergies, avec w — ' = w+/1 + p. Donc

1 1 1 1
E = — ) ' = “Jhw(l+zp—=p°+..]) .
. (n+2> (n+2> (+2,0 8p+ )
Théorie des perturbations:
1 2

1
W = thw (a+ aT) = thw (a2 +aT2 + aal + aTa) :

Mécanique Quantique Avancée — p. 91



e1: il nous faut (p,,| W |, ) = seulement les termes aa’, a'a
contribuent:

1 1 1
<90n| 4% 90n> — Z,Ohw (2n+ 1) = 5,071&) (n—l— 5) )

e2: il nous faut (ol | W |¢,) = seulement les termes a?, at’
contribuent, il relient |¢,,) & |pp42):

1

(Prg2l Wlpn) = thw¢n+1¢n+2,
1

<90n—2’ w ‘Spn> — Z,OhW\/ﬁ\/’n —1.

1 1 0
En — (n+§)hw+(n+§)hw(§>
+=p*hPw? (n+ 1) (n+2) N Z=p*h*w? (n) (n — 1)

* —2hw 2hw
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Ceci équivaut

1 1 0 1 p*
= — — — | — — ) hw | —
E, <n+2)hw+<n+2)hw(2) (n+2> <8)+ :
en accord avec le calcul exact.

(4) On rajoute le potentiel en X3: W = chw X3 (oscillateur
anharmonique). Alors

1
W = ok (a+ af)
1

= thm (a3 +a2a’ +aata +afa® + a’a + alaal + aal” + aTg)

3

1
—= Jhwm { 3+aT3+3NaT+3(N+1)a} .

Les parties de W ~ a?, at” relient lon) et |p,+3); les parties de
W ~ Na', (N + 1)a relient |o,,) et [p,+1).
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(onssl W o) = T (pnsslal lon) = Torar/ G0t D(n T 2)(n 1 3).
(sl Wlon) = T (sl a® [pu) = Toe /il — 1)(n— D)
(onia|Wlon) = Zoo3lonial Nal lpn) = Zorad(n+ )V F 1.
(on il Wlon) = T3 lonal (N + Dalon) = 2023 [(n— )V + V]

On peut calculer les corrections aux energies. La premiere correction
e1 = 0. Deuxieme correction:

On trouve

16
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L'effet de la correction est de baisser I'énergie; plus n est grand, plus
I'effet est grand:

1
&_&”ZMF_;£4'

Ce calcul est utile: on peut faire un développement de Taylor de
n’importe quel potentiel V(z) autour de z = 0:

V)=V (0)+x Z—Z

, 0°V

x=0

Si le minimum estaz = 0,0na V(0) =0 et 2|,—, = 0. Donc

V(x) ~ azx® + bx® 4 ...

La theorie des perturbations nous donne les énergies pour z petit.
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Mais: on considere le potentiel (w > 0)

1 3/2
V(z) = =mw?X? + chw (%> X3
2 h
Lorsque x — oo, V(z) — oco. Cependant, lorsque z — —ox,

V(z) — —o0:

Donc, le vrai probleme n'a
pas détats lies. Nous
avons calculé les cor-
rections aux energies de
I'état métastable. Cepen-
dant, eventuellement les
particules vont sortir par
I'effet tunnel. Alors, la ver-
sion naive du probleme
n‘est pas complet et la
théorie des perturbations
ne donne pas la bonne
réponse.
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(5) Cohen-Tannoudji, H x, parties (a)-(d). On considere un systeme
du moment angulaire, se limitant au sous-espace avec J = 1. llya

trois états: |1), |0), |—1). LHamiltonien s’écrit
b
HO = CLJZ —|— ﬁ‘],? y

avec a,b > 0.
(a) Quels sont les niveaux d’énergie? Pour quelles valeursde a etby
a-t-il degénérescence?

Hy M) = (aM +bM?*) | M) .

Donc les énergies sont: £y = (a+10b), Fp =0, E_1 = —(a —b). Si
a=>,ilyadégéenérescencecar £y = EF_1 =

(b) On applique un champ magnétique B dans la direction @ (angles
polaires 6 et ¢). Le moment magnétique M = ~.J interagit avec B:
W:’}/jé:wOJu .

Jy=J-U=J,cos0+ Jsinf cos ¢ + .J, sin fsin ¢ (la composante de .J

dans la direction ).
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Ecrire la matrice W dans la base {|1),]0) |—1)}.

Nous avons J, = = (J4 + J_), J, = o-(J+ — J_). Donc

1 : 1 ,
Jy, =cosfJ, + 5 sin fe™ " J, + 5 sin fe'? J_ .

1 .
— (M| J, | M) = M cos 0 8nr e + §Sin96_7’¢\/2—M(M—I— 1) 641,07

1 .
+ 5511196”’5\/2 — M(M —1)0rr—1,m7 -

Donc, dans la base {|1),(0) |-1)},

wp cos 0 % wp sin Pe 0
— | L ; 1P 1 : —1i¢p
W = 75 Wo sin Oe 0 | 75 Wo sin Oe
0 % wo sin Bet? —wq cos b
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(c) On suppose que b = a et que uw = z. Calculer les énergies a l'ordre
1 et les états a I'ordre O.

T=0=75,¢=0.Alors

0 %wo 0

| 1 1
W = \/50.)0 0 \/iwo

0 %wo 0

Létat |1) est non-dégeneré —> c’est I'état a I'ordre 0. La correction a
I'énergie a l'ordre 1 est (1| W |1) = 0.

Les états |0) et |—1) sont dégénérés. Pour ces états il faut diagonaliser
< 0 w0>
. .
vz o
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Les valeurs propres sont i%wo. Les états propres associés a ces

valeurs sont;

1 1 1 1
+—wo : —(0)+|-1)) , ——wo: —(]0)—]—1)) .
Z5w0 = (10)+]-1) Z5w0 = (10) = -1)
Les valeurs propres sont les corrections aux énergies a l'ordre 1. Les
états propres sont les états a I'ordre 0.

________ 11>

2a

—i (10> +]-1>)

““““ < V2

0 L o>--1>)
J2
La dégénérescence est levée.
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(d) On suppose que b = 2a mais u est quelconque. Quel est I'état
fondamental de H = Hy + W al'ordre 17

Si b = 2a, les énergies sont £y = 3a, F_1 = a, Ey = 0. Donc I'état
fondamental est |0):

—1
Ey — B4 EO—E_l‘ !
1 1

L wo sin fe~4? L wo sin Be??

_ V2 V2

(6) Cohen-Tannoudji, complément Bx ;. On considere deux particules
a des endroits fixes dans I'espace (e.g. dans un cristal). On ne
considere que les degrés de liberté reliés aux spins. On place le cristal

dans un champ B, dans la direction z. Les moments magnétiques des
particules interagissent avec le champ:

1) +

-1

Hy = w151, + w252, ,
ou w; = —v; By (les ~; sont les rapports gyromagnétiques).
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Les états propres du systeme sont |e; €3) ~ |mq1 mo):
HO |€1 €2> = 571(61&)1 -+ 62&)2) |€1 €2> .

On suppose que w; > we > 0 = A dégénérescence. Les énergies
sont

h
[+ +> 5 (0 +w,)

H

[+ > 5(031_002)
10

|- +> _5 (W~ wy)
H

-—> 5 (0 +0,)
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On considere maintenant 'effet de l'interaction spin-spin entre les deux
particules:

W = 4 ”71’72 [Sl §2 — 3(§1 . ﬁ)(gg . ﬁ)} .

Rappel: dans le TP#3, vous avez appris que l'interaction entre deux
moments dipolaires magnetiques /i, et ji> a la forme suivante:

| (3 Tl T
= [P | = S MY 1

ou Y, _,, sont des harmoniques sphériques et M,SZ) sont les
composantes d’un opérateur tensoriel de rang 2 formeé de /i; et jis.

Alors, l'interaction spin-spin est aussi le produit d’un opérateur

tensoriel de rang 2, formé de S, et S,, avec les harmoniques
sphériques. (On peut démontrer ceci en écrivant
n = (sin 6 cos ¢, sin # sin ¢, cos §) et en remplacant

Sz cos @+ Sy sing — % [S+e_7;¢ -+ S_ei‘ﬂ )
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La composante avec i = 0 (M(§2)Y2,0) a deux parties, T et T}:
W= [To+To+Th+ T+ To +T-2]

ou
T, = (3 cos? @ — 1)51.55,
1
Té = —1(3 cos? @ — 1)(S1+S2_ + 51_52+)
Ty ~ (S1252+ + S1452,)
T 1 ~ (5125 _ 4+ 51-52;)
Ty ~ S14+594+
T_2 ~ Sl_Sg_
Effets To : lere) = lerea) , Ty |[4+—) < |—+)
17 €1 —) — le1 +) , | =€) — |+ e)
T 1: le+)—=lean—), |[+e)—|—e€)
Ty ¢ |==) = |++) , To: [++)—[—)
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On calcule maintenant les corrections aux eénergies a I'ordre 1. Nous
avons ) ~ (e; e3| W |e; €2), alors seulement T;, contribue:

h2
ey €1

~ (€1 €2| W |e1 €2) = £(r)(3cos® 0 — 1) i = €1 €9 ) .

En présence de la correction ¢, les énergies sont

(@ wp420)

[+ +> -
+-—> -

g(ml—wz 2Q)
|— +> - 2(001 (L)2+ZQ)
|- => - )g(co +w,—2Q)
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Au lieu, supposons que w; = wy = w. Dans ce cas, il y a une
degenerescence:

++> how

+ => -+> O

--> —hw

Maintenant on considere les corrections aux eénergies a l'ordre 1. Les

états |++) et |——) sont non-dégénerés —> leurs corrections sont
comme avant, e; = +hf).

Par contre, les états |[+—) et |—+) sont degenerés, donc il faut
diagonaliser

<<+—|W+—> <+—W—+>>.
(—H W =) (= W [-+)
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Les éléments sur la diagonale ont la forme e; ~ (€1 ea| W |e1 €3). Donc
seulement T, contribue et on trouve —hf2. Pour les éléments en
dehors de la diagonale, c’est Tj) qui contribue:

1

(=W —+) = —5Bcos®0 = 1)&(r) (+=| (S14:92— + S1-524) [—+)

_ _i(sco& 6 —1)¢(r) = —hQ .

m<1 1) |
1 1

Valeurs propres: 2,0. Vecteurs propres:

Alors, il faut diagonaliser

s UF=) 1=+

SU+=r ==+

Sl Sl
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Les énergies sont maintenant:

[+ +> N (wtQ)

1 — —
V1_2[|+ > |- +3] 0

V2

[+ >+ ~2hQ

--> ~h (-0

On reconnait les états triplet et singulet: etats propres de S2 et S, ou
S =S, + 5,. La dégénérescence est levée.
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Méthode des Variations

Autre méthode d’approximation: la méthode des variations: s’applique
au cas ou on ne connait pas la solution exacte:
H|pn) = En|on) -

On connait H, mais pas |¢,) ou E,. La méthode des variations nous
permet d’apprendre des aspects de I'état fondamental.

On considere un état arbitraire dans I'espace des états (pas
nécessairement norme):

) = ch [

n

Alors
(| H 1) = Z!cn! E, >E02\cn\
Donc
(Y| H [4)
E .
O= T

Ceci nous donne une limite sur Ej.
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Amélioration: on choisit une famille d’états |¢)(«)) qui dépend du
parametre «. On calcule la valeur moyenne (H)(a). On minimise
(H)(«) par rapport a « = une valeur approximative pour Ej.

Occasionnellement, cette méthode peut fonctionner pour des états
excités. E.g. si H a une symétrie sphérique et on limite la fonction
d’essai a des états p, le minimum de (y| H |¢) /(v |¢») donne une limite
supérieure sur I'énergie de I'état p le plus bas, etc.

C’est-a-dire: étant donné que les niveaux d’énergie Ey, F1, ..., E, sont
associées avec les états |y;), « = 1, ..., n, Si on choisit |¢)) orthogonal
aux |p;), i =1,...,n, la méthode des variations donnera une
approximation a F,, .. Lorthogonalité se fait a I'aide d’'une symétrie
(e.g. moment angulaire, parité, etc.).
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On peut trouver une approximation aux états propres. On considere la
variation de (H) lorsqu’on change |¢) par une petite quantite.
C'est-a-dire: lorsque |¢) — [¢) + [6¢), quel est §(H)?

On écrit
(H) W [) = (Y| H )

et on calcule la dérivée des deux cotés. Coté gauche:

O(H) (W [v) + (H) (¢ [09) + (o9 )] .
Coté droit:

(Y| H |09) + (0¢ H 1) .
(Comme on connait H, 6H = 0.)
Comme (H) est un chiffre,

OCH) W |v) = (| (H — (H)) |09) + (09| (H — (H)) |[4) .

Ceci définit comment (H) change en présence de |jv).
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Or, 6(H) = 0 = (H) est stationnaire. Donc,

(W (H — (H)) [09) + (69| (H — (H)) [¢) = 0.
On définit
¢) = (H — (H))[¢) .
Alors
(¢ |6)) + (6] ) =0 .
Ceciestvrai VvV |0y) = |¢) L |0¢) ¥V |dy) = |¢p) = 0. Alors

H ) = (H)[9) .

Donc, |¢) est un état propre de H avec valeur propre (H) —> H est
stationnaire sii le i) auquel il correspond est un état propre de H et
(H) est une valeur propre de H.

Si (H)(«) a plusieurs minima, chacun donne une valeur approximative
d'une énergie F; de H et le |¢)(«)) donne un état propre approximatif.
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Exemple (1): I'oscillateur harmonique. Nous connaissons I'état
fondamental:

mw 1/4 L mw , 1
— _ e — E — _hw .

Pour la méthode des variations, on utilise une fonction d’essai paire:

Vo(r) =" , a>0.

On a
<7vboz ‘wa> = / dx 6_2043'j :
~ . ( R? 4?1 ,
<¢a‘ H ‘¢a> — /_OO dx e " (_%E € §mw2x2> T
On peut évaluer ces expressions, on obtient
h? 1 1
<H>(04) — %04 + émw2 a )
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On minimise par rapport a «:

1 mw 1
min — X £ Ey~ (H min = —h ,
Q 57 — Fy~ (H) (amin) 5 W

ce qui est la réponse exacte. Ceci est attendu car on a utilisé une
fonction d’essai de la méme forme que la solution exacte.

Remarque: si on utilise une fonction d’essai qui est L la premiere, on
trouvera une approximation au premier etat excite.

Qu’est-ce qui se passe si on utilise une fonction d’essai différente? |
nous faut une fonction paire et normalisable. E.g.

Ya(x) = 962:_& , a>0.
ale o) = [ o o = 5
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On peut calculer (v, | H |1,). Ensuite on obtient

211
<H>(a) p— Ra —|— §mw2a .
On minimise par rapport a a, on trouve
1 A 1
a = ag 5 (H) (ag) 7 W

Donc on voit que, effectivement, la valeur réelle de E| (%hw) est plus
petite que la valeur approximative.

Probleme: comme on ne connait pas la réeponse exacte, il est tres
difficile d’estimer 'erreur dans la méthode.
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Exemple (2): 'atome d’hélium (noyau de charge +2e plus 2 électrons).
L’'Hamiltonien est

h? h? 1 1 e?
H=——V?- V222 —+ =) +—.
2m 2m ry T T'12
Le dernier terme représente I'interaction de Coulomb entre les deux
électrons.

Si on neglige I'interaction de Coulomb entre les deux électrons on peut
écrire la solution exacte:

P(r,T2) = Sz?m("“h 01, 1) nlm(m, 02, 92) ,
OU Upim (17,6, ) = Ry (1) Y1 (0, @) est une fonction d’'onde
hydrogenoide.

L'état fondamental pour une particule est
1 7\ 3/2
U100 = ——Yoo , Rio=|— 2e 47/ a0 :
100 \/E 00 10 (ao)
ou ag = h?/me? est le rayon de Bobhr.
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L'énergie pour une particule est

2 2
mc 9 (&
— — | Za)” , a=—.
( 2 ) (Za) ch
Donc, pour 'atome d’hélium, si on neglige l'interaction de Coulomb
entre les deux électrons, I'’énergie de I'état fondamental est

2

Ey =2 X <_T;LC ) (2a)° = —mc? (2a)° = —108.8 €V .

Mais expérimentalement on trouve £y = —78.975 eV. Donc negliger
I'interaction de Coulomb est une tres mauvaise approximation = |l
faut I'inclure.

On utilise la méthode des variations. On écrit la fonction d’'essai
(normee)

Z*3

¥100(71,T2) = Y100(71) Y100(72) = —3 e~ (47 a0)(ratr)
0

Z* est un parametre a varier.
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Il faut calculer

D3 Ze?  Ze? e?
/dg"“l/dgﬁ VT00(71) Y100 (7 )<p1 2 - + — | X

2m (] T2 12
’(plOO( ) wIOO (T2)

Remarque:

(ﬁ% o 2)%00( i) = €Pi00(7i) GZ—%(mCQ) (Z*a)?

2m T

9 2
— /d37‘1/d3T2¢>1k00(771)¢T00(772) (p1 - 2 >¢100( 1) $100(72)

2m
5 2
= /d?)?“l VTo0(71) (ﬁ — T) Y100(71)
—) * 2 * 2
e o[ D Z*e (Z* — Z)e .
= /dS"“l VYoo (71) (ﬁ - + - Y100(71)

1
= 4 (2 =20 [ &y eI -

1
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Derniere intégrale: facile a évaluer. On obtient
%k

A
e+ (2% —2)e*=— = e+ Z*(Z* — Z)mc*a* .
ag

On obtient le méme résultat pour I'électron 2.

Pour le dernier terme, Il faut calculer

/d37“1/d37“2 V100(71) Y100 (72) ( 7

62

) ¥100(71) ¥100(72)

_772‘

e2

_ / Py / By [W500 (P [W500 (7))

On calcule ceci de fagon rusée: |7, — 75| = (r? 4+ r2 — 2r1ry cos 0)'/2,
On peut développer ceci en polyndmes de Legendre P, (cosf):

71— 72|

L
1/2 % ZCID/O:O (%) PL(COS (9) 1 > To

(12 + 75 — 2r179 cos ) L
LS (7’—1> P,(cos) ri <o

T2 T2
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Or,
1 = [ rk
df) df) = [ df) df) =_ | P, ) .
fin o o o 5 (55
Comme
/1 d(cos0) P, (cos )P,/ (cosl) = 2001
» L L’ — 2L—|— 1 9

nous avons f_ll d(cos )P, (cosf) = 26,,.

Donc, le dernier terme devient

>k 6 ©.@) T1
(4m)” = (_Z> o / U L 22" (n4ra)ao 2y,
2 2
T ao 0 0 T

©.@) 1 y
+/ 227 (r1tr2)/ao T%d?“g T%dm.

1 T2
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On peut evaluer ces intégrales. On obtient

1 Z* 6 1 2.5 Z* 2
(47)° = (—) e? [( o aO] _ 24 §Z* (1777,(32042) .

2 \ ag 47‘(’)2 87+ -8 ago 4 2
Donc
1 i 5
(Y| H ) = —§m02042 22*2+4Z*(Z—Z*)—ZZ*]
| -
= —§m02042 4ZZ*—QZ*2—§Z*] ,

avec (¢ |v) = 1 (normé).

On minimise par rapporta Z2*: 7* = Z — % —

1 5
Ey < —imc2a2 [2 (Z — E)] = —77.38eV pourZ =2.
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e Bon accord avec le résultat expérimental, —78.975 eV.

e On peut estimer la correction a I'énergie de 'état fondamental a
I'aide de la théorie des perturbations: on traite e/ |7, — 75|
comme une perturbation. Il faut antisymetriser la fonction d’'onde
par rapport aux deux électrons. Résultat: —74.8 eV, moins bon
gu’avec la méthode des variations.

e Interprétation physique: on trouve Z* = Z — 2, = Z* = 2T au

lieu de 2. C’est reffet d’écran. A cause des charges électroniques,
la charge nucléaire effective est réduite.
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Exemple (3): forces de Van der Waal (Cohen-Tannoudji, C'x ;). On
considere deux atomes d’hydrogene dont les protons sont fixes, a une
distance R > ag I'un de l'autre:

@) B @)
\h 2
@ — @
R

Les interactions électrostatiques sont

o |l 1 11

AR+ 7 +m| |R+

R+ 7

On développe les denominateurs. Le premier terme non-nul est au
deuxieme ordre:

- 1 o | 71T 3(r - R)(7y - R)

Ve —e2(F - V)(7- V)= =e —
( 1 )( 2 )R R3 R5
Ceci est l'interaction entre deux moments dipolaires er; et ers, Séparés

par R.
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Autre fagon de voir ceci: on définit les deux moments dipolaires:

D, = ef, et Dy = ei. L'atome 1 donne lieu & un potentiel
électrostatique avec lequel 'atome 2 interagit.

Les atomes sont neutres = l'interaction la plus importante est celle
entre D, et le champ électrique créé par D;. Le potentiel
électrostatique de D; est

1 Dy-R
UR) =
(R) dreg R3
—> le champ électrique est

1 |. 3 -RR
R3

Le potentiel d’interaction est

V = —E -Dy=—

— ﬁ (331513‘2 + Y1Y2 — 22122) .
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Quel est l'effet sur I'état fondamental? D’abord: la théorie des
perturbations. H = Hy + W, avec Hy = Hy + H3 et W = Vi anderwaal-
L'état fondamental non-perturbé consiste de deux fonctions d’onde
hydrogenoides:

(Ho + H7) [onimi Pnivme) = (En + Ew) [Onims Onrvms) -
L'état fondamental est |10; ¢709) (NON-dégénéré).

La correction a I'énergie a l'ordre 1.

_ 1 ., .2 r . 2
€1 = <901ooa 90100‘ 4 }901007 90100> ;

ce qui implique

<90%00} L1 ‘90%00> <90%oo} L2 }90%00> + ...

Mais: rappel: [p100) ~ e~", 0l r = /22 + y2 + 22. Donc, |¢100) €St une
fonction paire de z = (pigg| 21 [¢109) €st I'intégrale d’une fonction
Impaire sur un intervalle pair = la correction ¢; = 0.
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— il faut pousser a 'ordre 2:

= ) (Pt} o W}g’%oo?%@%oﬁf
2 EO_En,n’ )

nim,n'm’l’

ou E, et E,, ,,» sont les énergies de I'état fondamental et !, :v?,,
respectivement: £, ,,» = E,, + E,,/.

Ey < B, = €3 est négatif. On écrit e = —C/RS. On conclut que
les forces de Van der Waal sont attractives et varient comment 1/R°,

Quel est C'? Limite supérieure: E,, ,» > E,«; E,~ est 'énergie de I'état
excité le plus bas pour lequel (¢};,..; 02 m | W Ohim: Oarrms ) 7 O:

1 1
> )
EO — En,n’ a EO — En*

W}§0%00390%00>‘2 :

1
— — €= 7. L. Z (Lrims Pt

nlm,n’m’l’
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On a

> ln (W0 = > (0 W [n,n') (n,n'| W [0) — [(0] W [0)]* .

n,n’#0 tout n,n’
Mais >, out nonr Isn') (n,n'| = 1 et (0] W |0) = 0. Donc
2
o)
E,~ — Ey

L'état n* est celui pour lequel les deux atomes sont dans n = 2:
Eq = —2(e?/2a3), Ep« = —2(e*/8a3) =

—€

3 2
Epe — By = Ze_ .
ag
!
W? = 76 [:E%:E% + Y2Ys + 221 Ty Yo + 2325 + ] :

(0] W2 10) = 0 pour tous les termes croisés — il faut calculer
(0] (2723 + y7ys +2723) |0) .
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Nous avons les fonction d’'ondes — on peut calculer. On trouve
4 4
6e*ay

R6

(0| W?0) =
Alors

— C < 8e’a) .

Est-ce gu’on peut améliorer la limite sur C? Oui. Méthode des
variations. Mais on cherche une limite sur le coefficient de 1/R°.
Cependant, H = Hy + W, ou Hy ~ 1, W ~ 1/R?. Donc, on demande
que notre fonction d’essai comprenne un terme W = (| H |¢)
contiendra un terme en W2 ~ 1/R%:

V(71,72) = Y100(71)Y100(72) [1 + AW]

ou A est le parametre (reel) a varier.
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On a
[ [ dPrid®ry (1 4+ AW)(Hy + W)(1 + AW )
f f d?”l"ldS’I"Q 77@8(1 -+ AW)Z@DO
f f dS’I"ldS’I"Q o [HO + AHW + AWHy+ W + ] Yo
f f d?’?“ldS’I"Q ¢0(1 + 2AW —+ A2W2)¢0
Eo + 2A (0| W?210) + A% (0| W HoW |0)
1+ A2 (0] W2 |0) ’

oU Yy = Yoo (T1)Wi00(T2) €t nous avons utilisé (0| W |0) = 0 dans la
derniere ligne.

Eo+ey <

On peut montrer que (O| W HyW |0) = 0. Ensuite

Eo +2A(0|W?|0)
1+ A2(0|W2]0)

Eo + (2A — A%Ey) (0| W2]0) .

Cette expression a un minimum a A = 1/E, (Ey = —e?/ay).
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Alors on trouve

—ay ) 6e*ag

1 2
E0+€2§E0-|-E—<O|W 0) = €2§<e2 76

0
Donc,
862ag > (C > 662ag .

Des calculs détaillés montrent que C' ~ 6.50 e?ag.

Exemple (4): atome d’hydrogene (Messiah, pg. 767). On cherche une
approximation a I’énergie de I'état fondamental. On a

B2 2d\ e
H=- ( " _)_e_.

om \dr2 ' rdr r
On choisit comme fonction d’'essai
1 u(p)
b = a3/2 }/lm((97 Qb) 9

0
oU p = r/ag et ag = h?/me?. Pour I'état fondamental on a

[=m=0= Yyo = 1/\/471‘.
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On connait la solution exacte: u(p) = pe~” donne une énergie

1 [/ e? .
Ey=—-E, |, EH:§(%) me? .

Quand méme, on essayera différentes fonctions d’essai.

Nous avons Ey < (H),ou (H) = (®| H |®) /(P |D). Il faut calculer ces
deux quantités.

<<I>\<I>>:/d3’r Lu(p) 1 _ 1 1 dQ) r2dr 2(p) :/OOOdpu2(p).

ad p? Am dwal p?

Pour (®| H |P):

h? d? 2 d 2
H = — ( + — + )
2m

dr?  rdr = agr
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1 2 oC 2 2 2
(D H |®) = —3(—h—>/ r2dru(p)(d2+—d+ )u(p)

ag 2m ) Jo 0 dr rdr  agr o
1 h? > > 2d 2

= —2(——>/ depu(p)( 2+——+—)M
ag \ 2m/ Jo p \dp> pdp p) p
1 h2 o0 2 2

S (P d - 4z
7 (am) [ o0 (4 5) o

Alors

On utilise 3 fonctions d’'essai:

0
b2_'_p2'

(i) wp = pe= (i) ug=pPe™" | (iii) ug =

Dans tous les cas, b est un parametre a varier.
Remarque: une intégrale utile est

O
drx"e ¢ = n
0 &n—i—l ’
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Cas (i): dénominateur:

1
d 2 ,—2bp _ .
[, Aot = g

/ dp pe= P (—Zbe_bp + b2 pe P + 2€_bp)
0

numerateur:

= / dp [(2 — 2b)pe ™27 + b*p*e "]
0

L =
(20)2 (2b)3  2b2  4b°

2 1 1

= (2 —20b)
Donc

(HY = —E,(2b — b?) .
Le minimumestab=1—

Ey < —FE, .

En fait, £y = —FE;. Ce n'est pas surprenant car & = pe—” est la
solution exacte.
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Cas (ii): dénominateur:

> 31
d 4—2bp:__.
/O pple o

numerateur:
/ dp p?e™° (26_bp — 4bpe™ %" + b2 p2e " 4 Qpe_bp)
0
_ / d,O [b2p4€_2bp + (2 o 4b)p3€_2bp + 2p26—2bp]
0

41 3! 2!
e + (2= 40)

(H) = —Ey (b — §b2> .

Le minimumesta b= 2 —

— b2

Donc

3
Ey < _ZEH = —0.75E .
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Cas (iii): on peut effectuer toutes les intégrales. E.g.

[
dp 5y = 17 -
0 (0% + p?) 40
On trouve
8b—
)= _g,. |22 ~°
) " [ 27b? ]
Le minimumesta b = ;m —
8
By < ——Ey=—081E, .
7T

Resumé: (i) u; = pe b : By < —Ey;
(i3) ug = p?e " : By < —0.75E;

Donc: la fonction d’essai (i7) est similaire a la vrai solution (¢). Mais la
fonction d’essai (iiz) donne une meilleure approximation a I'énergie de

I'état fondamental. Pourquoi?
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Réponse: la fonction d’essai (ii) a le méme comportement que la vraie
solution (%) lorsque p — oco. Cependant, la fonction d’essai (iii) a le
méme comportement que la vraie solution lorsque p — 0 (les deux

~ p)-

Le potentiel est attractif — le comportement pres de x = 0 est plus
important que le comportement pres de = = oco. Alors, la fonction
d’'essai (i7¢) donne une meilleure approximation a I'énergie de I'état

fondamental.
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Le Vrai Atome d’Hydrogene

Nous avons résolu Hiy = E1 en coordonnées sphériques, avec
h? 1 6? n 1 - e?

— r .
20 17 Or? 2172 r

La solution est ¢ (7) = R(r)Y;,, (0, ¢), ou R(r) est une solution de
I’équation

H = —

h? 1 0? I(1+1)h? €2

o oz 2ur: R(r) = E R(r)
On trouve que R(r) dépend de n et |.
Les énergies dépendent de n:
1 1 e 1
E,=-—E E, = ~a*uc’? = —
n2 " TR AT T 137

Mécanique Quantique Avancée — p. 137



3s — 3p 3d
2s 2p

o0 3
11
N W
| |

n=1 + 1s

Pour chaque n,onal <n — 1; pour chaque [ il y a 2] 4+ 1 valeurs de m.

Rappel: u: la masse réduite, représente le systeme centre de masse:

11 1 me M, | e
~me |1 — :
Mp

Donc u ~ m.; la correction est m. /M, ~ 1/1800.

Il y a plusieurs corrections a cette solution. On tient compte avec la
théorie des perturbations.
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Structure fine:

(i) Correction relativiste: dans le centre de masse,

- = 2 2
p D p > 5 4 p
— > c* + msic* +
2% 2m,  2M, & ““ T on,
~2 1 ~ ~2
~ mec*(pas important) + P b 0

o2m. 8m3c2 ' 2M,

1P
 2u 8m3e?
Donc la premiere correction est —%%. Ordre de grandeur:
1 154 — 2
8 m3c 1 2 1
free =1 :‘@) ~at=( o) ~1077 - 1077,
2 m2c? 4 \c 137
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(i) Couplage spin-orbite. Dans le reférentiel de I'e—, le proton est en

mouvement — 4 courant — 3 champ magnétique. Le spin de I'e™
Interagit avec ce champ.

Energie d'interaction: W = — M, - B’, oll M est le moment
magnétique de I'e~ et B’ est le champ magnétique.

My=-—8 = W=—8B=—-5-(i1xE).
mc mc MeC

E est le champ électrique du proton et est égal & —gradient du
potentiel Coulombien:

W = S (Fx Vo)

mec2

= S (Fx7)-

mec2 rdr

= ! g-(f’xmld(e@

m2c? r dr

1 dg

2
1 — —
- ST

m2c? R3
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En fait, a cause des effets relativistes, il y a un autre facteur de 2 (la
précession de Thomas):

e? 1
2m2c? R3

—

WSO: §L

Cecl est le couplage spin-orbite.
Ordre de grandeur:

e h2
m2c? R3

L,SNFL — WSON

62 h2 2
Wso m2c? R3 h
N —

2 .
3 H 202 R2
0 e mic

Mais R ~ ag = h?/me* —

Wso et 5 1 \?
p— = — _
Hy, h?2c? 137

Méme ordre de grandeur que la correction relativiste.
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(i) Terme de Darwin. Dans I'approximation non-relativiste, I'e™ ne
ressent pas un champ local. En fait, il est étendu a I'origine. Cet effet
prend la forme

h? 2oL, (1
W, = ——V?V(R) = —¢” & (—) .

8m?2c? 8m?2c? R
e

Mais

Ve (é) — —476(R) .

Donc, dans un etat atomique, il y a une correction

el h?

Wo = 2m2c?

4 (0)[°

ou v (0) est la fonction d’onde a I'origine. Alors, le terme de Darwin
n'affecte que les électrons de type s.

Lordre de grandeur de cette correction est encore ~ a?.
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Structure hyperfine: le proton a un spin [ = moment magnetique
M, = pnI/h, avec u, = g,h/2M,. Alors,

M, =+ 2L

Pour le proton, g, ~ 5.6.

Comme il y a un facteur M, dans le denominateur, les interactions
impliquant M, sont plus faibles que celles impliquant M.

Il'y a 3 termes impliquant M,:

th = _47-(-{m6R3LMI+_3|:3(MSn)(MIn)_MsMI
8 — — —
+ %MS MI(S(R)}
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1" terme: interaction entre M, et le champ magnétique crée par le
courant dd au mouvement de I'e™.

2"¢ terme: interaction entre deux moments dipolaires: interaction
entre un moment dipolaire et le champ magnétique créé par l'autre
moment dipolaire.

3¢ terme: le proton n'est pas ponctuel — le champ magnétique a
I'intérieur du proton # le champs magnétique a I'exterieur. Le
troisieme terme décrit I'interaction entre le moment magnétique de I'e™
et le champ interne.

Ordre de grandeur: tous les termes sont ~ 1800 fois plus petits que
Wso (a cause du facteur me/M,,).
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On peut calculer les effets des corrections. On va considérer le niveau
n = 2 d’hydrogene, qui comprend 2s (n =2,l=0)et2p (n = 2,1 =1).
Lénergie de ce niveau est — F, /4.

Dégénerescence: 2s: 1 état, 2p: 3 états. Mais I'électron peut avoir
S, = +% etle proton I, = 1. Donc, en fait, le niveau 2s a 4 états

(n=2,1=0,m, =0, mg =+1, m, = +1) etle niveau 2p 12 états

(n=21=1,m, ={-1,0,1}, mg = £, m, = £1). Alors, pour le
niveau n = 2, il y a 16 états dégénerés! —> si on veut utiliser la théorie
des perturbations, il faut diagonaliser une matrice 16 x 16!?

Un instant. Nous savons qu’il y a deux types de corrections: structure
fine et hyperfine, avec W}, < W,. Donc, d'abord on neglige W +:

1 2 272

D e 1 - = me*h
We=— L-S I(R) .
/ 8m3c? +2m202 R3 +2m202 (F)
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W, n'affecte pas les variables de spin du proton = on peut ignorer
m;. La matrice devient 8 x 8.

Ensuite, on note que [L2, L] = [L2, S| = [L%,R] = [L?, P} =0 —
Wy, L] =0.

Or, les états 2s et 2p sont des états propres de L2. Mais W ne relie

pas les états 2s et 2p. La matrice 8 x 8 devient deux matrices, de
dimension 2 x 2 et 6 x 6.

Egalement: W est pair sous la parité, P. Mais les états 2s et 2p ont la
parite opposee. Donc W, n’a pas d’éléments entre 2s et 2p.

La sous-matrice 2 x 2 (état 2s) dépend des degrés de liberté du spin.
Mais — 875;02 et gjjﬁz 5(R) ne dépendent pas de S — les éléments de
matrice de ces opéerateurs sont proportionnels a l'identité:

(0 %)
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On peut calculer les corrections. Comme on connait les états, on
trouve

" 13
n=2,1=0,m;, =0| — 877];202 n=2,1=0,m, =0) = —@mec%/L :
(n=2,01=0 0] merh S(R)|n=2,1=0 0) = +—myca?
n — = m — n — o m™m — _= S e .
y ) L 2mgc2 y ) L 16

1 — —

- N P 2
On considere le troisieme terme, =< L -S. On remargue gue

' 2m2c? R3
L-S§=1L,8,+L,S,+ L,S,. Mais I'état 25 a | = 0 = c’est décrit par
le ket |l m,) =]00). Comme L, |00) =L, |00)=0, ceterme n'a pas
d’effet.

Donc l'effet de W, est de deplacer le niveau 2s entier par

5 2 4
———MeC o .

128
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On passe a la sous-matrice 6 x 6 (état 2p). Comme —875;;02 et

232 — — Ly, .
me o §(R) commutent avec L et S, leurs éléments de matrice sont

2m?2c?

encore proportionnels a l'identité, avec

_4
97 _ p _ 97 _ _ 7 2 4
<n_2’l_1|_8m202 n=21=1) = —gggMec
me?h? ,
(n=2,1=1| 2mgc25(R) n=2101=1) = 0 (étatp).

Pour le couplage spin-orbite, la partie L - S dépend de L., etc. On écrit

e2 1 =

L-S=¢RVL-S.

Wep = .
" 2m2c2 R3

Ensuite,
(.| Weo |...) = (radial| £(R) |radial) (angulaire| L - S |angulaire) .
On peut calculer la partie radiale. On trouve

1
1872 mec?a’
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On considere maintenant la partie angulaire. Je vous rappelle le
probleme a résoudre pour I'addition des moments cinétiques (p. 23):

“étant donné des bases pour f1 et fz gui ne commutent pas avec H,
quelle est la base pour J = .J; + Ja, oU [f, H] = 0?". Si, par exemple,
H contient le terme J; - J,, J; et J, ne commuteront pas avec H et les
états propres de H seront les états propres de J2 et de .J..

Ici, H contient L - S. Donc, les états propres de H seront les états
propresde J2et.J,, o0 J=L+S5.0Onal=1,s=1/2=— j=1/2,
3/2. Nous savons comment calculer les états dans cette base.

De plus, dans cette base, L - S est diagonal: L- S = 1(J? — L? — §?)
— les valeurs propres sont

1 3
—h? 1)—2—-Z
5 J(J+1) 1

Les valeurs propres de L-S dépendent de J, mais pas de m,, donc la
dégenerescence n’est que partiellement levée. Le nombre d’états n'a
pas changé: dans la base {/, s}, on avait 6 états; dans la base {;}, on
a 6 états: 4 états avec 3/2, 2 états avec j = 1/2.
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Vous ne me croyez pas? Bon, on va diagonaliser (2p’| L - S [2p), qui est
une matrice 6 x 6. Lopérateur L - S = L,S, + 2(LyS_+L_Sy).Ona
[l =1, s =1/2,donc on écrira les états comme |m;) |m). Il y a 6 états:

UD ) 5 10y ) 5 =0 1) 5 1D =) [0)[=) =1 =)}

Dans cette base (dans cet ordre), la matrice (2p’| L - S |2p) est:

(17> \
0 1/v/2
—~1/2 1/v/2
1/v/2 —1/2
1/v/2 0
\ 1/2)

Il faut diagonaliser cette matrice. Les états |1) |+) et |—1) |—) sont déja
des états propres, avec la méme valeur propre %h?
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Donc, on trouve les valeurs propres et les états propres de la
sous-matrice 4 x 4.

—\ 0 1/v/2 0
[ )

e | 0 —1/2=2 0 1/v2 0
“liva o 1/2-A 0 o
\ 0 12 0 A

Alors,
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Valeurs propres: 17? (4 fois), —k? (2 fois).

Etats propres (premiére colonne: %hQ, deuxieéme colonne: —A?):

1)1+)
Vi 20w 2y
N YL P Y Y YR RIS
-1)|-)

Mémes états propres que pour I'addition des moments cinétiques
1etl/2.

Mécanique Quantique Avancée — p. 152



En fait, si on avait cru qu’il s’agissait simplement de I'addition des
moments cinétiques 1 et 1/2, on se serait rendu compte du fait suivant:

dans la base des états propres de j = 1/2, 3/2 I'opérateur L- S est
diagonal: L - S = 1(J? — [? — §?) = les valeurs propres sont

Uy
|

L- [J(J4+1) = L(L+1) — S(S +1)]

| [ 3/4 3
h_{wm}QZ]

1 . [=2
— Zp2%! }
2 1

\

N = N

Mémes valeurs propres qu’on a trouve plus tot.

Nouvelle notation: pour 2s, j = 1/2; pour 2p, j =1/2,3/2 =33
niveaux:
25172 5 2p172 5 2p3)2 -
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Niveau 2s; /5 baissé par

5)
—@m602(){4
Niveau 2p, /, baisse par
1 2 7 2 4 5 2,4
48h2mec ot —h (—2) — 38—477160 o = —@mec o
Niveau 2p; /, baisse par
1 2 7 2 4 1 2,4
48h2mec ot —h (1) — @mec o = —mmec o)

Il s’avere que les corrections donnent la méme énergie pour 2s; /, et
2p1 /2. Mais le couplage spin-orbite scinde en deux les niveaux 2p; /o et
2p3 /2. Maintenant la transition 2p — 1s comprend deux transitions:

2191/2 — 151/2 ; 2103/2 — 151/2 ;

avec une difference d’énergie = 312mec a*. Expérimentalement, ceci a

été observé. C’est la structure fine de I'atome d’hydrogene.
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Pour la structure hyperfine, on considere le niveau 1s. Pour ce niveau,
la structure fine donne

<18‘ WSO |].S> — O 3
_4
P 5
(1s| — — 1s) = —§m602a4
el h? 1
<18‘ 22 2 (R) |15> — +§me(32044

Donc, I'effet net est de baisser ce niveau par — g m.c?a.

Leffet de W, s: 1°" terme: Wy,r ~ L - M,. Mais (1s| L - M, |1s) = 0.
2'¢ terme: comme un tenseur de rang 2 = proportionnel a Y5,,.
Donc I'élément de matrice ~ [ YooY, Yoo, Ce qui donne zéro!

3¢ terme:
o 8T =

2 — —
PO TN M S(R) = —EON, MRy =€ (n)T- S
4T 3 3

On peut calculer I'intégrale radiale, on obtient A.
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La partie angulaire: il faut calculer (1s| I - S |1s). On connait déja la
réponse, mais calculons explicitement. lly a4 états: |1 ,)|S S,) =

1 1\ |11 I 1\ (1 1 I 1\ |11 I 1\|1 1
22/122/7122/12 2/ 712 2/122/ 712 2/|2 2/)

Onal-S=1I5,+(I,S_ +1I_5.).Pourleséléments de matrice, il
faut calculer I'action de cet opérateur sur chacun des etats. On obtient

la matrice
(ih2 0 0 0 )
1 1
M = ’ _1122 51h22 ’
0 in2 —in 1o
0 0 0 1n2)

Il faut diagonaliser cette matrice. Déeterminant

1 1 /1 1 Lp2 3 fois
“h2E— )\ “RE—N) — R =0 = A=(+4
(4 ) [(4 ) 4 ] {-th 1 fois
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Calculons les vecteurs propres. Si A = —%hQ, M — A1 devient

20 0 0 0
(o 2 Lp2 o\ /1\

1

2 -
0 1p2 0 V2 | -1
\ 0 % =y \ 0

Si A = 1h%, M — I devient

0 0 0 0 1 0 0
(o —ih* Sh? o\ (o\ 1 (1\ (o\
0 ir? —1m® 0 o "val1] o

b0 o )

Tous ces états correspondent aux états qu’on aurait pu trouver avec
les coefficients de Clebsch-Gordan.

Mécanique Quantique Avancée — p. 157



La diagonalisation de la matrice = un changement de base.
Effectivement, on utilise la base des états propres de F2? et F,, ol
F=S+I.0OnaS=1/2,I=1/2=— F=0, 1.

(F2 — §2 — J?) — les valeurs propres sont

1 3 3 —3p2 F=0
_h2 F(F _I_ 1) O _] — 411 , pOUI‘
2 +7h% pour F' =1

Onal-S=1

4 4

La dégénérescence de degré 4 est partiellement levée par I'interaction
hyperfine. On obtient 3 états avec F' = 1, 1 état avec I' = 0.
1s

W; baisse le niveau 1s;,, par

—imec?at. Wy le scinde en
~ L mec2a4 deux niveaux hyperfines. La
transition ¥ = 1 «< F = 0

a eté mesurée expeérimentale-

,,,,,,,,,,,, (I ment. Elle est en accord avec
S | . . _
12 - i A2 la mécanique quantique.
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Effet Zeeman

On place I'atome d’hydrogéne dans un champ magnétique By = ByZ.
Le champ interagit avec tous les moments magnétiques (orbital, spin
de I'e~, spin du proton):

M, = L Mg = —25 M, = — :
L 2m€ y S M, y I 2Mp

L’'Hamiltonien d’'interaction est

W, = —Bq - (M, + M + M,;) = wo(L. + 25.) + w, L. ,

ou wy = —qBy/2m. et w,, = qg,Bo/2M,. Remarque: |w,| < |wo| =
ignorer w,, I, (il est facile de I'inclure).

On considere l'effet sur I'état 1s, qui n'a qu’une structure hyperfine. Il y
a deux corrections, W, et W, . W, < W pour des champs faibles;
W, > Wy, pour des champs forts.
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Ona W, ; = Al - S et nous avons calculé (1s| AT - S |[1s). Il faut
maintenant calculer (1s|wo(L. + 2S.) |1s). Remarque: (1s| L. [1s) = 0.

Donc, il faut diagonaliser I'opérateur Al - S + 2wpS,. Il 'y atrois
possibilites:

(1) hwy < AR* : champ faible ,

(i1) hwo > AR? : champ fort ,

(4i1) Awo ~ AR? : champ intermédiaire .
On verra que, pour I'analyse de (iii), il est nécessaire de diagonaliser

I'opérateur completement. |l est utile de traiter AT - S et 2wy S,
separement afin de voir I'interpolation de (iiz) entre les deux extrémes.

(i) champ faible: fiw, < AR2. La premiére perturbation est Al - S.
Nous avons vu que I'effet est de scinder I'état 1s; /o en deux niveaux:

F =1, m, ={1,0,—1}, énergie + A et F' = 0, m, = 0; énergie
— 3 Ah?
2 AR,
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Lopérateur 2wy.S, est une perturbation a ceci. Les états propres de
AT - S sont les |F,m); il faut calculer I'action de 2w,S, sur ces états.

On exprime les |F, m ;) en fonction des états |S, mg) |1, m;):
1 1\]|11 I 1\|1 1
1) =] )s=), N-l=|s—2)|z—2),
22/ 122 2 2/12 2
10) = 1 L 1\|1 1 N I 1T\ |11
V2 22/ ]12 2 2 2/122/]"
1 1 1\|1 1 I 1\ |11
00)=—|lz=)|z—=)—|=—=)|==)| -
V2 1122/1(2 2 2 2/12 2
Lopérateur S, agit sur le premier ket a droite. Donc
1 1

1 1
S.[10)=3hl00) . S.|00)=A[10) .
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Dans la base |F, m ), la matrice qui représente la perturbation 2w;S.,

est

0
0
0
1

0 0\
0 1
—1 0

0 0)

Mais c’est seulement la matrice dans le sous-espace avec F' = 1 qui

est importante

+1
F=1 0
Ah? -1
F=0 0
T]ooo

L effet:;
[11)

10)
1-1)

00)

1

EZEAHZ—FFLWQ,
1

E = - AR’
4A ’
[

E:ZAh —th,
3

E =—ZAR*.
4A
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(1) champ fort: Aiwy > Ah?. La premiere perturbation est 2w S.. La
meilleure base est |S, ms) |I,m;):

2005, |S,ms) |I,m;) = 2mghwg |S,mg) [ I, m;)

Donc: les 4 états dans le niveau 1s sont scindés en deux niveaux
dégénérés: |1 2) |5 £1) recoivent une correction d’énergie +hwo;

5 —3) |3 £3) recoivent une correction —hwy.

On considére l'effet de AT - S dans chacun des niveaux {|4 )| +1)}

et {|1 —1)|2 £1)}. Nousavons 7- S =18, + 3 (I, S_ +1_5,).

I.S etl_ S, nontpas déléments de matrices a lntérieur de ces
sous-espaces — 1. S, est la seule correction.

Ol Leffet:
M B e
F=0 o ‘%—%> %%> B T AR
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(1) champ intermédiaire: hwg ~ Ah?. Il faut diagonaliser I'Hamiltonien
au complet: AT - S + 2wyS,. Nous avons déja calculé les effets. Dans
la base {|11), |1 —1), [10), |00)}, La matrice est

/ i.Ah2 + hwo \
TAR? — hwg

i.Aﬁ? hwo
\ hwy —3AR?)

Donc I'état |1 1) a E = 1. AR? + hwy, 'état |1 —1) E = 1. Ah? — hw. Pour
les états |1 0) et |0 0), il faut diagonaliser la sous-matrice. On calcule
les valeurs propres:

1 2
—Ah — A huj()
det (4 ; 5 s )-O
W0 _Z‘Ah — A

1 2\ 2

2
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Donc on interpole entre les deux extrémes:

-
— -
— -
-

~
— ~
— ~
~
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Effet Stark

On met I'atome d’hydrogéne dans un champ électrique € = £%. Le
champ électrigue interagit avec le moment dipolaire électrique de

'atome, ¢R:
Wy =—¢€ -R=—¢€z.

On calcul les effets sur les états. Pour simplicite, on neglige les
structures fine et hyperfine. Comme H, et W n'implique pas les
variables de spin, on ignore mg et m;.

Niveau n = 1: au premier ordre, |'effet est

—q€(n=11=0,m, =0|zn=1;1=0;m, =0) .
Mais: |'état fondamental est pair = cet elément de matrice = 0.
Deuxieme ordre:

2
202 Z (100[z[nlm)
n#1l,l,m

avec E,, = —E,/n?. Comme 3 des états de parité négative, e, # 0.
Puisque E, — E,, < 0, e5 baisse I'énergie de I'eétat fondamental.
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Niveau n = 2: 4 états: [200), |21 m) (m = —1,0,1). Létat |2 0 0) est
pair, les états |2 1 m) impairs. |l faut diagonaliser —¢€z dans le

sous-espace 4 x 4. A cause de la parité, nous savons que
(200/2|200) =(21m|z|21m)=0. Mais I'élément de matrice
(21 m|z]200) peut étre non-nul.

Or, z = rcosf ~ Yi9. Donc I'élément de matrice est proportionnel a

/dQ Y1mYi0Yoo ,
ce qui est non-nul seulement si m = 0. Donc le seul élement de
matrice non-nulest (21 0|z(2 0 0).

On ne calcule pas, on définit (21 0| W5 |2 0 0) = ~+£. Dans la base
{|211), |21 -1), |210), |200)}, la matrice est

(00 0 0\
00 0 O
0 0 0 ~E
\0 0 7€ 0
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Il faut diagonaliser la matrice. Valeurs propres: 0 (2 fois), ~v&, —~€&.
Donc:

211) : correction =0,
21 —1) : correction =0,
1
— [|1210)+|200)] : correction =~&,
V2
1

—11210)—-1200 :correction = —~€ .
\/§H ) — (20 0)] ol

La dégénerescence est partiellement levée.

Remarque: en presence du champ électrique, les états propres ne
sont plus des états propres de [2 (ils sontun mélange de ! =1 et

[ = 0). La raison est que la perturbation ne commute pas avec L2
Pourquoi? Parce que le champ électrique choisit une direction préferée
— Il brise I'invariance roationnelle. Mais: on a encore l'invariance
sous des rotations autour de 'axe z — le champ électrigue commute
avec L, et m est encore un bon nombre quantique.
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Muonium/Positronium

Muonium: e~ u*; positronium: e~ e™. La différence avec I'atome
d’hydrogéne est que le moment magnétique du 4+ ou e™ n’est pas
negligeable (par opposition au moment magnétique du p). Donc: on
considere la structure hyperfine et I'effet Zeeman en gardant ce
moment magnétique. On applique ceci a I'état 1s.

La structure hyperfine de I'état 1s est A§1 : 5‘2, ou §1 est le spinde I'e™
et S5 le spindu u+ oue™.
Effet Zeeman: on applique un champ magnétique By = ByZ:

H = w51, + w259, .

Ici, w; = —~; By ou M; = ~;5;. Pour muonium,
positronium wy = —wjs.

wa| < |w1l|; pour

Il faut diagonaliser 'Hamiltonien complet:

ASy - S5 4 w1 S1s 4 waSas .
On choisit la base |F, m ) pour I'état 1s, qui est dégenére 4 fois.
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Dans la base {|1 1), [1 —1), [10), |00)}, la matrice est

(TAR? + 5 (w1 + wn) \
%Aﬁ? — g(wl + CUQ)

i.Aﬁ? g(wl — CUQ)
\ %(wl — CUQ) —%AHQ
On diagonalise, on trouve
1 h
‘1 1> : E1:Z~Ah2‘|‘§(wl —l—(,UQ),
1 h
‘1 —1> . E2 = —Ah2 — —(wl +w2) .
4 2
Pour la sous-matrice 2 x 2, on trouve
1 AR2\? B2
E3 = _ZAh2 + \/(T) + Z(wl — CUQ)Q ,
1 AR2\?  R2
E4 = _ZAh2 — \/(2) + Z(wl — CUQ)Z .
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Dans un champ faible (w1, ws < Ah), les états 3 et 4 correspondent a
11 0) et |00). Dans un champ fort (w1, we > Ah), ils sont |+—) et |—+).

Comparé a I'atome d’hydrogene (ou on a negligé ws), on ne voit des
differences que dans un champ fort. Donc on suppose que

h(wl — WQ) > AhQ —

2

12

1 1
Z.AhQ + ih(éﬂ -+ CUQ) )

1 1
Z.AHZ — §h(w1 —+ WQ) y
1 1
—Z.AhQ + §h(w1 — w2) ,

1 1
—ZAHZ — §h(w1 — WQ) .

Dans le cas ou on neglige w, ('atome d’hydrogene), E; et E5 ont le
méme comportement asymptotique, de méme que Es et Ey.
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Mais pour muonium et positronium, c’est différent: on ne peut pas
negliger w,. Dans la limite d’'un champ tres fort, on peut negliger la

structure hyperfine (Ahr? ~ 0). Donc

1 1

E, — —571(71 +2) , Ey — -|—§7i(’Y1 + v2) ,
1 1

E3 — —571(71 —Y2) E4 — +§ﬁ(71 —Y2) -

Comme les deux particules ont des charges opposeées, v, et v, ont
des signes opposées — dans un champ suffisament fort, I'énergie du
niveau 3 (I'état |+—)) sera plus grande que I'énergie du niveau 1 (I'état

++)):
1 A A2\ ? A2
E1 — E3 — §Ah2 + 5(&)1 + CUQ) — \/(2> + Z(wl — w2)2
1. o h AR2\?*  h2B} ,
= §Ah — 5(71 + v2)Bo — 5 + 1 (11 —2)7

(Par contre, £>; > FE, toujours.)
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Le spectre d’énergie pour muo-
nium. Ce comportement a éte
mesure.

Positronium: w; = —ws:

1
FEi=FE, = ZAHQ ,

1 AR2\ 2
E3 = ZAh2+\/(T) + ﬁQW%BS )

By [+->
E |++>

F=1

=
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Perturbations Déependantes du Temps

Ona Hy |¢,) = E, |¢n), OU ON suppose que H, est discret et

non-dégénéré (simplicité). H, est indépendantde ¢t. At =0, on
appligue une perturbation:

H(t) = Hy + W(t) = Hy + AW (t) ,
ou )\ < 1. /W(t) est du méme ordre que H, et égal a 0 pour t < 0.

Donc: at =0, I'état est |p;) (Ho |v;) = E; |@i)). On applique la
perturbation W(t) at = 0. Pour ¢t > 0, en général, I'état ne sera plus
lv;). En fait, en général, I'état ne sera plus un état propre de Hy. Nous
cherchons P¢;(t), la probabilité de trouver le systeme dans |¢¢), un
autre état propre de Hy, au temps ¢t. On etudiera les transitions
iInduites par W (t) entre les états stationnaires de Hy.

Pour les temps de 0 a ¢, le systeme est décrit par

d _—
i () = [Ho + AW ()] ()
ou |y(t = 0)) = |p;). Cette équation a une solution unique.
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La probabilité cherchee, Py;(t), est donnée par
Pri(t) = [{es [0 -
Le probléme est de trouver |y (t)).

On utilisera une méthode d’approximation. D’abord, on écrit | (%))
dans la base {|¢,)}:

(1) = cal)lon) = cnlt) = (pn[(t)) -

n

Nous avons I'équation de Schroedinger:

ik o(t)) = [Ho -+ XT(0)] w(t)

On insere un ensemble complet d’états: » |, |¢k) (pkl:

S on) (oul w(0)) = 3 [Ho lew) (o | 0(0) + N (1) fow) (ow | 0(0)

k/
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On multiplie de la gauche par (p,|:
d

ih— k (on lok) (prlP(t))

= > [(enl Holow) (i (0) + A (onl W(2) lowr) (| 001}
-

On a (o, |ok) = onk €t (on| Ho |or) = Endnk . De plus, on deéfinit
Wk (t) = (@nl W () lior) -

Alors,

_d —
ih—cn(t) = Enca(t) + zk: AW () e ()

Ceci est un ensemble d’équations linéaires differentielles couplées —
on détermine les ¢, (t), qui sont les composantes de |y (t)). Le

couplage entre les équations est di a un /Wnk(t) non-nul = induit des
transitions |,) < |¢k).
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Remarque: si Wnk(t) = 0, les éguations ne sont plus couplées:

d .
ihacn(t) = E,c,(t) =  cu(t) = bne—zEnt/h ,

ou b,, est une constante qui dépend des conditions initiales.

Or, si /Wnk(t) # 0, mais A < 1, ¢, (t) devrait étre proche de la solution
ci-dessus:
Cp(t) = by (t)e  Ent/h

ou b, (t) est une fonction de ¢ qui varie trés lentement (i.e. presqu’une
constante).

d . . _ .
= ih (bn(t) e—zEnt/h) = By by (t)e PPy AW (8) be(t) e
k

On prend les dérivées, on multiplie par exp(+iFE,t/h):
d

i 0 () + Ep ba(t) = En b (8) + S AWk () bi(t) e En Bt/ R
k
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On définit w,, = (E,, — E%)/h. Donc
ihbn(t) = XY Wop(t) by (t) et .
k

Jusgu’ici, on n’a pas fait d’approximation. Ceci est équivalent a
I'équation de Schroedinger. Maintenant, on utilise le fait que A < 1. On
écrit

b () = B () 4+ A6 () + X202 (¢) + ...
Alors

ih {69 (t) + AV (1) + X202 () + }
= AN W) eonst [b,(f) (t) + A0 (1) + A2 (1) + ...
k

Les coefficients des differentes puissances de \ doivent étre égaux les
deux cotés:

A0 b)) =0.
Donc b\ (t) est une constante (indépendant de t).
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Autres puissances de A:
inb(t) =3 et W () by~ (t) .
k

Donc: par recurrence on a la solution a I'ordre r en fonction de la
solution a l'ordre r — 1.

Solution au premier ordre: pour t < 0, le systéme est dans I'état |p;)
— seul b;(t) Z0pourt < 0. At=0,0na

O (t=0)=6, , b(t=0)=0 pour r>1.

At =0, on “allume” Aﬁ\/(t). Pour ¢t > 0, bﬁ,,o)(t) = d,; (comme c’est une
constante). C’est la solution a I'ordre 0. La solution a I'ordre 1.:

inbll (1) = et Wk () i = €1t Wi(t) .
k
On integre:

1 [t -
bl (¢) = = / dt’ e™nit W, (1) .
e Jo
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La probabilité de transition:
Pri(t) = [{or [w(@)* = by ()",
ol by (1) = b (£) + A0} (1) +

On suppose que |¢+) # |p;) = on ne considere que des transitions
iInduites par /W(t) entre deux états stationnaires différents. Alors

2
b (1) =0 = Pri(t) =22 ol (1)
On remplace AW (¢) par W (¢):

1 2

t
Palt) = g5 | [ dt e Wit)

Ceci est la probabilité de transition entre |p;) et o).
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Remarque: cette probabilité est proportionnelle a la transformée de

Fourier de Wﬁ(t), ou

Wri(t) =

\

’

0 pour t’ < 0
Wei(t) pour 0 <t' <t
0 pour t’ >t

\

évaluée a la pulsation de Bohr, qui correspond a £y — E;, 'énergie de

transition.

On suppose que /W(t) = A(xz)B(t) (séparation de variables) —-
/Wfi(t) = (¢f| A(z) |@i) B(t). Il S'avere que, occasionellement, a cause
de la forme de A(z), (¢¢| A(z) |¢i;) = 0. Dans ce cas, il faut pousser au

2me ordre.

E.g. puits infini entre z = —a/2 et z = a/2:

\/E COS (n+1)7x
o a a

Pn =
\/gsin@ n=1,3,5,...

n=020,2,4,.. )
E,=n+1)hw.
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E.g. si A(x) = sinwz/a, la probabilité de transition de |pq) a |p2) est
proportionnelle a

cos — cos — sin — = 0,
—a/2 a a a

/ a/2 T 3tx | TX

(Fonction impaire, intervalle pair.) Donc il faut pousser au 2€ ordre.

Nous avions

Wb (8) = Y et W (1) b~ (1)

k

—— b(2) m/ dt’ Z iwpt! Wfk; )bk( .
Mais

1 —
bq(ll)(t) _ _h / dt" e twiit Wki (t//)
thJo

1 to t’ _
— b§c2) (t) — ﬁ Z / dt/ezwfkt Wfk (t/) / dt// Wit sz (t//) .
0 0
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Et
2
Pri(t) = 2 o} ()]

Dans I'exemple précédent, pour (e.g.) k£ = 1:

a/2
T 2mx X ,
/ cos — sin ——sin — # 0,  (transition 0 — 1)
—a/2 a a a
a/2 3 y
/ cos T gin T gin °F # 0. (transition 1 — 2)
—a/2 a a a

Donc, la transition 0 — 2 n’est pas permise directement (1¢" ordre),
mais elle est permise indirectement (2¢ ordre) par (e.g.) 0 — 1,1 — 2.

Mécanique Quantique Avancée — p. 183



C’est similaire aux perturbations indépendantes du temps:

Z I me| W ‘Qpn>|
Méme si ¢,, — ¢, n'est pas permis par W (e; = 0), elle est permise
pPar ©n — ©m, Pm — Pn.

Différence: icl, ,

> ()

k

Pri(t) =

Dongc, il y a interférence entre les differents états intermédiaires.
Validité de I'approximation: nous avons remplacé b, (t) dans

inby(t) = AZ eI W (1) bi(t)

par sa valeur initiale. Sit est petlt, bi(t) ne différera pas beaucoup de
sa valeur initiale et 'approximation est bonne. Mais si ¢ est suffisament
grand que by (t) £ bx(0), I'approximation n’est plus valide.
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Cas spécial important:
/W(t) = Wsinwt ou /W(t) = W coswt ,

ol W est independant du temps. Ceci est une situation commune: on
applique une onde éelectromagnetique de pulsation w. Py;(t) est la
probabilite de transition entre |¢;) et |p ) induite par cette radiation.

D’abord, sin wt:

W(t) = Wy;sinwt = 2],6
0

(ezwt o e—zwt) .

Alors

b(1>(t) _ an/ dt’ z(wm—kw)t - z(wm w)t}

—

W [1— et(wnitw)t 1 — pilwni—w)t
210 [ - ] :

Wni + W Wni — W
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Pour un état final général |¢ ),

2

| 1 — ei(wfi—i—w)t 1 — ei(wfi—w)t 2

W,
Pri(t;w) = 7

Si nous avions choisi cos wt,

2
' 1 — ei(wfz'—i-w)t 1 — ei(wfi—w)t

Wi + W Wi — W

2

,
Pri(t;w) = 7

Wi + W Wi — W

Remarque: si on met w = 0, la perturbation en cos wt devient une
constante. Leffet d’'une perturbation constante:

2 2

‘/sz 1 _eiwfit 2 ’/V[?fz
() = 2 =L Pt wp),
Pt = L L F (g
ou
: 2
it/2
Ft,wp:) = [Sln(wf /)] .
Wfi/Q
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La physique: on considere de nouveau la perturbation en sin wt:

2
' 1 — ei(wfi—i—w)t 1 — ei(wfi—w)t 2

W,
Pri(t;w) = 7

Wi + W Wi — W

Si on fixe t, cette fonction a sa valeur maximale quand w = +w¢; ou
w = —wy;. C'est-a-dire: on a une resonance quand I'énergie de la
perturbation, Aw, est egale a I'énergie de transition, hw ;.

On choisit w > 0. Les deux pulsations de resonance sontwy; > 0
(labsorption résonante) ou ws; < 0 ('émission stimulee):

= o, > E < o, >

<

E; % > Eg o, >
w,. >0 w, <0
fi fi
Désormais, on suppose que w¢; > 0 (ceci n'est pas spécial — on aurait

pu prendre au lieu wy; < 0).
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Pri a 2 termes:

A, = 1 — eilwritw)t _ _,L-ei(wfi—Fw)t/z sin[(wfz- + w)t/2]
! Wi +w (wf7;—|—w)/2
A = 1 — eilwpi—w)t _ _,iei(wfi—w)t/z sin[(wfz- — w)t/Q] |

Wey — W

(Wi —w)/2

Pour w >~ wy;, seul le terme A_ est important: terme réesonante. A

est le terme anti-résonante.

On suppose que |w — wy;| < 1
(l.Le. w >~ wy;) = on peut neg-

liger A : Wii|” 2
o 4H°
Wi
Pf@'(t) = hQ F(t,w — wfz) y
sin(wyp; — w)t/2)°
Fllwmws) = { (wri— )2 }

A,
[

0

W i
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Remarque: largeur Aw ~ 47 /t. Donc, pour t grand, on a une largeur
petite. C’est similaire a une relation d’incertitude. On mesure la
difference d’energie E; — E; = hwy,; en appliquant une perturbation
sinusoidale de pulsation w et en cherchant une résonance. Si la
perturbation agit pour un temps ¢, I'incertitude sur I'énergie est

AFE = hAw ~ h/t.

Validité de I'approximation: nous avons neglige A, par rapporta A _.
Cependant, |A|* ala méme forme que |A_|?, mais centré a —w; .
Mais la difference entre les centres est petite si Aw < 2wy;. Donc |l
fautque t > 1/|wy;| ~ 1/w (rappel: Aw ~ 47 /t). Alors, I'expression
pour Py, (t) n'est valide que pour des temps ¢ > 1/w.

Par contre: nous avons vu que le développement en fonction des
perturbations n’'est pas valide pour des temps tres grands. Ceci est vrai

2
t2/4h?. Alors, lorsque

t — o0, Pyi(t) — oo, ce qui est impossible parce que toute probabilite

ici: la valeur maximale de Py;(t) est ‘/Wfi

doit étre < 1. Dong, il faut que t < h/ ‘/Wfi
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Qu’est-ce qui ce passe si w = 0? Cecli est la perturbation constante (le
terme coswt). Nous avons dit que la théorie des perturbations n’est
valide que pour ¢t > 1/w. Ceci est impossible si w = 0. Quoi faire?

On refait les calculs avec w = 0. Dans ce cas, A, = A_ = le terme
anti-resonante n’est pas negligeable. Si on tient compte de ceci:

2
Wi 712
/hZ

—~ O\ N

0 (VI

Donc: on trouve une résonance, mais centrée a
wsi = (Ey — E;)/h = 0. C'est-a-dire: cette perturbation induit des
transitions entre états de la méme énergie (niveaux degeneres).
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Exemple: puits infini, |x| < |a/2]:

fcosw n=20,24,.. B — (n+ 1)
Sﬁn — n — n_'_ .
fsm@ n=1,3,9,..

1. On applique W (z,t) = —qFEx coswt. Trouvez Py_.;. Pour quel wy
a-t-il une résonance? Quel est Py_,; dans ce cas?

Solution:

1 2

t
2 / dt’ 0" Wiy (#)

Comme Wy, (t') = (o1| W(z,t") |vo) = —qE (p1]| = |po) coswt’, on a
2

PO—>1

2E2

7)0—>1 — h

t
(1] 2 | o) / ' 10 coswt
0

Il faut calculer deux intégrales.

Mécanique Quantique Avancée — p. 191



a/2 9
(p1]x |po) = / dx\/jcos—\/jsmﬂx
—a/2

y:—:>x——y
a
= % dy cosysin2y -y = —aN
2

aT —7/2

Lautre intégrale: Ww1ig = w1 — wo = 4wy — wp = 3wy.

. ) . et
/t i it 1 (eM'Jre_M') 1 et (Bwotw)t et (Bwo—w)t
0 2 2| (

300+ @) | (Bwo —w)

2 3wy + w) i (Bwp — w)

résonance a w = 3wy. (Pour 1 — 0, la résonance est a —3wg.) — le

2" terme est important. Il est
—i(3wo—w) & __ 6i(3wo—w)% _ lei(ng_w)% 21 SiIl(SCdO — W)t/Q .
2 2(3wg —w) /2
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Alors,

7)0—>1 =~

1 402 1 [sin(3wy — w)t/2]°
Rz ™ 4

2 72 2
E*—N*“—
2(3wg —w) /2

Qu’est-ce qui se passe lorsque w — 3wg? Dans la probabilité, on a

~ sinaxt . sinz
lim = ¢ lim =
x—0 €T z—0 Z
Donc,
L, 2“2 2,2
2. On applique W (x,t) = —qFEx coswt, avec w = Twy. Trouvez Py_.,.

Quel terme domine?

1°" ordre: on aura a calculer (3| x |pg). Mais |pg) et |p2) sont pairs,
tandis que = est impair = (ps| = |po) = 0. Il faut pousser au 2¢
ordre.
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2

1 ! I _iwrt / : I piw 7

sz'(t) — |—h22/0 dt’ e 7" Wfk(t)/o dt i Wlﬂ(t )

Remarque: |¢q) et |p2) sont pairs, x impair = les états intermédiares
doivent étre impairs = |¢x) ~ sin[(n + 1)7z/a], n impalr.

Or, Wi = —qE (pr| x |¢o) coswt, Wi = —qE (pa| © |pk) coswt. Alors

1
Pri(t) = d'E*| ) (ealwler) (orlz |oo)

k tmpairs

t / t/ 2
) / !/ !/
/ dt’ e*“?*t coswt / dt” e ot cog it
0 0

Il faut d’abord effectuer les integrales sur le temps. La 2™€ intégrale est

E/t/ dt” iwgot’ ( iwt”’ —iwt”) o 1 ei(wk0+w)t/ 1 ei(wko—W)t/ 1
€ +e€ = n |
2 0 2 (wko -+ CLJ) (Wko L CLJ)
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Ensuite:

1 t . / . / . /
1/ dt/ ezwgkt (ezwt T e—zwt >
0

1 ei(wgk—l—wko—l—Zw)t 1 ei(wgk—l—w)t 1
3t

ei(wko—l—w)t/ 1 ei(wko—w)t/ —1

(ot (w0 —w)

wio + w)(wor + wro + 2w)  (wio + w)(wok + w)

et(Wartwro)t _ | etwar—w)t _ 1
" (Wro + w)(wak + wro)  (wro + w) (w2 — W)
et(Wartwro)t _ | etlwartw)t _
" (Wro — w)(wak + wro)  (wro — w)(wak + W)

etlwartwro—2w)t _ 1 eilwar—w)t _ 1 }

T (@ro — @) (@a + w0 — 20) (o — w)(wa — w)

Or,
wop = wo — wi = 9wy — (k4 1)*wy = Swg — (k* 4 2k)wy ,

wio = wi — wo = (k+ 1)%wg — wy = (k% + 2k)wy .
Nous avons w = 7wy Y a-t-il un k& qui donne une résonance?
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On a des résonances a

1
w=twry , w=two , w:ii[w%—kao] .

Or, fwig = £(k? + 2k)wq. Doit étre positif: & = 1: 3wg; k = 3: 15wy.
Nous n’avons pas de Twy; i% (wok + wro] = Hwy # Twy.

Mais twoy = +(8 — k% — 2k)wq. Si k = 3, sighe — = = Twy. Donc le
terme 1/(wor + w) donne une résonance (termes 2 et 6):

ei(wgk—l—w)t 1 1 1 ei(w2k+w)t 1

WEko
Wk + w WEo +wW  Wgog — W Wok + W Wig — W
Pour k = 3, w3p = 15wy
2
WO 15 1 ¢*E* [ 30 1, 2
2 —w? 176w 02 =5 {176 ) ozt [eel@les) (esllpo)
|(P3>
|(P2>
|(p0> NS,
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Comportement résonant a Long Terme Cohen-Tannoudji, C'xrr: nous

avons vu qu’il faut que t < h/ |Wf@ . Qu’est-ce qui se passe si on veut

étudier le systeme pendant longtemps? On peut essayer d’utiliser

2
Prit;w) = |Ab§3)(t) + A2 () + |

mais ce sera tres long.

Plus vite: on utilise le fait que la perturbation a un comportement
résonant. Lorsque w = wy;, seulement les états |p;) et |¢f) sont

couplés par W (t) (bonne approximation). A ¢ = 0, le systéme est dans
I'état |p;). Plus tard, on a une bonne probabilité de trouver le systeme
dans I'etat |p¢). Mais: tous les autres coefficients b,,(t), (n # i, f) ne
satisfont pas a la condition de résonance — ils sont petits.
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Nous avions
ilib, (t) = AZ et W, (4) by (1) .
Nous avons remplacé b (t) — bk(O) et resolu par recurrence.

Au lieu: on met by (t) = br(0) pour k # 4, f. Mais on laisse general pour
= 7, f. Comme auparavant, on suppose que Wnk( ) = Wnk sin wt.

Donc:
. 1 ¢ . | |
Zhbz(t) _ 2_{ plwt —zwt} Wi b, ( ) [ i(w—wygi)t 6—1(W+Wfi)t:| Wif bf(t)}
;L
. 1 ¢r . . | .
ihbe(t) = o { il —e—“w—wmt} Wi bi(t) + [ — e Wy bf(t)}

Remarque: il y a des termes etwt, eF(w—wri)t ot(wtwri)t poyr

w ~ wy;, les termes et(@—wsit pscillent lentement, les autres oscillent
rapidement.

Mécanique Quantique Avancée — p. 198



Approximation (séculaire): lorsqu’on integre sur le temps, les termes

et(w=wri)t donnent de grandes contributions (résonances); la moyenne
des autres est nulle — on néglige ces termes. On peut résoudre les
équations!

: 1 : 1
_ _ t(w—wys)t ' —z(w wri)t
bi(t) = —5re Wirbs() , bp(t) = e Wi bi(t) -
Pour w ~ wy;,
. Wy & W 2
i f _ if .

At=0,b;(0)=1,0bs(0)=0. Alors,

b;(0) =0, bs(0) = 27?'

Solution:

B Wig|t o e (Wil
bz(t)—cos< oF ,  by(t) =€ sin oF :

OuU ar¢; est 'argument de Wy;.
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Donc,

ey R, |Wif|t
Pri(t;w = wy;) = sin ( oF )

On peut résoudre méme si w ~ wy;:

Wiy . \/W# t
Pei(t,w) = sin + (W —wp)? =
piltiw) \Wif\2 + W2 (w — wy;)? h? ( ) 2

Point: le systeme oscille entre |p;) et |p¥):

¢, >

lp. >

Pour ¢ petit, Py;(t;w) = (|Wif|2 /4h?) t?, comme auparavant.
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Perturbations Adiabatiques

Qu’est-ce qui se passe si W (t) est appliqué de fagon adiabatique, i.e.
le changement de W (¢) dans le temps est tres lent?

On avait

1 t
b (1) = — / dt’ it Wi (t') .
(]

On integre par parties (avec W(O) = 0):

| - 1 /t dt’ eiwnz’t’ dW”Z(t/)
0 anz 0 dt’ .

Comme W (t) varie lentement, d/W(t)/dt ~ ()

th | 1wy,

() = = ['1 ot Wt

(1) — tWnit W... _ TWnit

Rappel: le systéeme est dans l'état |p;) a t = 0. Rappel aussi:

=D ba(t) e )
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_ —iE;t/h |% 4+ 90n| 4 |902 i(En—Ei)t/h e—iEnt/h |90n>

= [p(t)) = e p)
ou |p) est un état propre de 'Hamiltonien complet, H = Hy + W. Alors

@n‘WW)z

)+ EO _ O

nF#i
C’est comme la théorie des perturbations indépendantes du temps.

on) -

Mais remarque: |p) est un état propre de I’'Hamiltonien complet: c’est
I'état ;. C’est-a-dire: I'état reste le méme! Donc: si au debut I'etat est
l©i), OU |p;) est un état propre de Hy, a la fin d’une perturbation
adiabatique, il est dans |y¢),, I'état : de H,o .

Donc: ¢;(0) — ¢;(t) et E;(0) — E;(t), ou ¢;(t) et E;(t) sont calculés
avec la théorie des perturbations indépendantes du temps a partir de
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Une autre facon de voir ceci: on a
2

° 1 o AW () [t .
Pult) = 00 = o e - (T [ar e
1 B o de@(t) 1 PO 2
= ()2 | MtW”i(t)_( dt )zwn G
! 2 4 AW (t) . Wp;l Wnit
N (hwnl)2 [|an<t)‘ B an WnZ(t) dt S cos 2

1 4 dez (t) 2 Sin2 cum-t
w? dt 2 |

Le premier terme, |W,,;(¢)|?, correspond au cas oul I'état ne change
pas. En moyenne, (sin £2it) = 0 et (sin” ¥2it) = 1. Donc, la probabilité
gue I'état change est

9 2

5 4
hwm-

AW, (t)
dt

Mais: pour une perturbation adiabatique, ce terme est tres petit —

I'état reste le méme.
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Perturbations Brusques

On considere le cas opposé: gu'est-ce qui se passe si le systeme
change soudainement? E.g. prenons un oscillateur harmonique dans
I'état fondamental et mettons que la raideur du ressort change d’'un
facteur 2. Dans quel état est I'oscillateur apres la perturbation?

On connait les états propres et les énergies avant et apres la
perturbation:

H |pn) = Enlen) (6<0) , H'|py) = Eyley,) (6>0).
At=0,|(0)) =|p;). Plus tard, & un temps t,

P(E) = e EntM ) = (0)) =) balgl)
Donc: la probabiTité gu’un systeme, au debut dans \go;, se trouve plus
90}> est

Pri(t) = (¢ |i)|” -

tard dans I'état
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Pour que cette approximation ait du sens, il faut que |p;)

e gardesaformeat=0",
e se trouve dans I'espace d’Hilbert engendré par les |g0’f>

— cette approximation est approprié au cas d’'une particule dans un
puits infini ou les murs sont agrandis soudainement d’un facteur 2,
mais pas au cas ou les murs sont raptissés d’un facteur 2.

Remarque: méme une perturbation “indépendante” du temps est en
fait dépendant du temps parce qu’elle est appliqué at = 0 =— d une
relation entre la théorie des perturbations indéependantes du temps et
la théorie des perturbations dépendantes du temps.
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Probleme: on considere un hamiltonien H dont les états propres sont
¥ ), avec énergies E,,. On suppose que les |¢,,) sont non-dégénérés.
Pour ¢ < 0 I'état du systéme est |¢;). At = 0 on applique une
perturbation réelle W(z), qui est independante du temps. Les états
propres de H' = H + W sont |¢/ ), avec énergies E’. Il y a une
correspondance 1-1 entre les |¢,,) etles |¢’ ), donnée par la théorie
des perturbations indépendantes du temps.

(a) Calculer la probabilité de transition P(¢; — ¢, f # i) al'ordre W=,

(b) Calculer la probabilité de transition P(¢; — gb}, f # 1) alordre W*
et montrer gu’elle differe de la reponse en (a) par un facteur
4sin® wpit/2, 00 wy; = (Ey — E;)/h.

(c) Si je vous avais demandé de trouver la probabilité de transition
P(¢; — ¢) al'ordre W2, vous n'auriez pas pu donner la réponse
correcte en utilisant seulement les formules déja données. Quelle
autre information faudrait-il pour calculer cette probabilité de transition
al'ordre W2?
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(a) Il'y a deux fagons de calculer P(¢; — ¢¢): (i) la théorie des

perturbations dépendantes du temps, (ii) perturbations brusques + la
théorie des perturbations indépendantes du temps.

t
/ dt/ eiwfit/
0

(i) A l'ordre 1, nous avons

2
2 1
Pri(t) = N ‘bﬁ”(t)‘ =13 Wil

Y

ou Wy, est indépendant du temps.

On peut évaluer I'intégrale. On trouve

_ ‘Wfi‘Q . 4Sin2wf7;t/2
h? w?i

(i) Apres la perturbation, I'état du systeme est

B(0) = X beem 0 (g
k
B(0)) = o)) = ) = |dh) (& |d:) e "/

Pri(t)
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La probabilité de transition de |¢;) a |¢f): Pi—s(t) = [(oy [(t))]?
(perturbations brusques), ou

(Dr [9(t)) = (dr k) (Bh |s) e *HT .
k
Les etats |¢;.) et energies €, sont reliés aux quantites non-perturbees

par la théorie des perturbations indépendantes du temps:

m W /
o = o+ S EmI VIR 1 v (o W)

€L — €
m—k k m

Alors (attention aux bras/kets!):

(67 164) = o+ IO g6y — 5y, 4 2L IT100)

€k — €f €L — €

Donc,
(| W |¢i>5ki‘|‘ (DI W ;)

€ — €f €f — €

(D5 |D%) (D1 i) = dip(=0) + Osk+O(W?).
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Nous avons

(05 oty = LAWISD [ _ mieyum]

€; — €f

Mais |(¢ ¢ [1(t))|” est déja O(W?2) = on peut mettre €, = e,. Donc

‘Wfi’2 —ieit/h
Prilt) = Toga |e " e
hwfi

Méme réponse gu’'auparavant.

—ieft/h‘z _ Wil . 4sin” wyt /2
h? wj%i '
2 .
&) ): (@ [6(0)| . Mais
(8 [0(t) = (@) |gi) e~ "7/

(b) La probabilité de transition a I'état final

Avec l'expression pour

gb}> donnée par la théorie des perturbations
indépendantes du temps, on a

(8 1(8)) = b,5(= 0) + LIV %0

€f — €
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On obtient

2 2
Wy

— — .
thﬁ

<¢f| W ‘¢Z> e—ielfth

€f — €

Pri(t) = |

Ca différe de la réponse en (a) par le facteur 4 sin” wyit/2.

(c)AO(W),on a

(6] = (oul + 3 W ) g

mi ? m
ce qui implique (¢} |¢;) = 1 a cet ordre.
Pour trouver P;_.;» a O(W?), il faudrait le développement de (¢’| en

fonction des (¢,,,| jusqu'a I'ordre W2 = (¢ |¢;) = 1 + O(W?). Dans
ce cas, on aurait

Piir =1+20(W?) +OW?) .

Mécanique Quantigue Avancée — p. 210



Ondes Electromagnétiques

Equations de Maxwell sans sources:

V-E=0 . V-B=0,
. . OB OF
VxE4+ = = VxB-22=0.
x +0t 0 8 Ot 0

On peut décrire E et B en fonction des potentiels scalaire U (7, ¢) et
vectoriel A(7,t):

L 94 - . - OB
EF=——-VU — VxE+—=0.
Ji TS
Les deux autres equations sont compliquées:
o~ -
VA ViU = 0,

ot
2( 04 ﬁU) — 0.
ot /
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Etant donnés A et U, on peut décrire E et B uniquement. Mais
linverse n'est pas vrai: étant donnés E et B, on ne peut pas trouver

des potentiels uniques. A’ et U’ satisfont aussi aux équations de

Maxwell:

/T—>14Y’:/T4—Vx, UHU/:U—%—;(,

ou y est une fonction arbitraire. Ceci est une transformation de jauge.

On a donc la liberté de jauge: on peut choisir y comme on veut. On
choisit y tel que V2y = -V - A = V - A’ = 0. Alors,

0 - - = .
EV-A’+V2U’:0 — VU =0.

On a donc U’ = 0: c’est la seule solution qui a un bon comportement a
r =0etar = oo. Cette jauge s’appelle la jauge de radiation.
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On laisse tomber les primes. Lautre équation devient

L, 1024
VP AL T
v +02 Ot?

=0.
Solution:
ff _ }: (AO ei(k.r—wt) 4+ AS e—i(k.r—wt)> .
On choisit Ay purement imaginaire. ) estla polarisation, k est le
vecteur d’'onde et w est la pulsation, qui satisfait & w? = ¢2k2.

Nous avons V- A = 0 = k - A = 0: 3 2 polarisations.

Alors, ~
= A ~ 7 7
E — _8_ — \w (’L AO ez(k-r—wt) o ’I,AS e—z(k-r—wt))
ot
= \E, cos(k - — wt)

(AO ei(/;-r—wt) o AS e—i(l;-r—wt))

AN

B=VxA = ikx\
= EXXBOCOS(E-T—wt).

Ici, By = 21w Ag (réel) et Bo = E/c (réel). _ B
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On choisit un systeme de coordonnées draoitier:

AN AN

k=7, A=2, kx\A=7
— E=7ZEycos(ky —wt) , B=7Bycos(ky— wt).
On considere maintenant lI'interaction de ces ondes

électromagnétiques avec un systeme (e.g. I'atome d’hydrogene).
L’'Hamiltonien est

1 o~ o= v v — f—
_Hzég(p—@Mnﬂ)+V@)—ﬂ%nﬂ@JD_Eh+Wﬁ
lcl,
p” q v v v
Hy=s—+V(i) , W=—5 |p- A1) + A1) - 5— gl ) - A71)]

Onagp-A = —ihV - A (opérateurs!) = —z’h(? A) (=0)+ A (—ihV):
w=-Lip +§—Af1

Pour des champs faibles, on peut négliger le terme en A? (théorie des
champs: correspond aux interactions a deux photons).
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— w=_4 (AO elFy—wt) A e_i(ky_m’)) D
m

Physique: si A > grandeur du systeme (e.g. ag pour un atome
d’hydrogene), 'onde électromagnétique est a peu pres indépendant de
I'espace pour le systeme:

ky:a—;<<1 — Ml

Avec cette approximation (dipolaire), I'onde électromagnétique est
uniform et varie dans le temps de facon sinusoidale:

E
W ~ i—osinwtpz :
m w

Maintenant: I'e—, dans l'état |p;), interagit avec cette onde et passe a
'etat |pr). Quelles sont les propriétes de |¢¢)? Nous avions (pour une
perturbation sin wt)

Wl 1=t gileniet

zt — _ 9
Pri(t) 4h2 Wi + W Wi — W

avec Wy, = (| W (2) [:), 00 W (x) = (¢/m)(Eo/w) p..
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On cherche (| p, |p;). Truc:

P
Hoz) = |2+ V(.40 (= 0)
m
1 1 1
= 5P pi, 2] + Sy pi, 2] pi = —zﬁapz .

Donc, p, = i(m/h) [Ho, z].

m
= (pr|pz|wi) = 3 (wf| Hoz — zHo | i)
m .
= f(Ef — E;) (prlz|wi) = imwyp; (py| 2 |pi) -

Lélément de matrice (| z |p;) est plus familier. Si (¢ |z |p;) # 0, 0n a

une transition dipolaire électrique (le plus intense, car c’est a plus bas ordre
dans l'approximation).
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Mais nous avons fait ce genre de calcul:
IQOZ'> — an’,fi (T) ni,mi(97 ¢) ) |90f> — Rnf,ff (T) }/ff,mf (97 gb) )
z=rcosf = /T rYi(0,9).
(vl z|ps) comprend une intégrale sur tout 'espace. On applique la
parite:
& T2, Yi — (_1)&902 ) Yr— (_1)£f90f )
Donc, la parité de l'intégrand est (—1)%*¢/*1. Comme on veut qu’elle

Soit positive,
l; + {y = entier impair .

Intégrale angulaire:
/dQ )/Ef,mf Yl() niami :

Cette integrale est non-nulle si ¢ = ¢; + 1, ¢;, £; — 1. Mais si £y = ¢;,
¢; + ¢+ n'est pas un entier impair. Donc,

lr=10;+1.
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Integrale angulaire: non-nulle si m ¢ = m;. Mais si nous avions choisi
k = 7 (ou 7)), on aurait trouvé que W ~ Y3; ou Y;_;. Alors, il faut que
mg=m;, m; £1l.

Ces conditions sur ¢ et m caractérisent des transitions dipolaires
électriques.

On obtient d’autres transitions en gardant des termes d’ordre
supérieur dans le développement de e**¥:

eRY ~ 1 +iky .

Le terme iky correspond a des transitions quadrupolaire electrique et
dipolaire magnétique (le rotationnel est non-nul).

A cet ordre,
WO = (Ag (iky) e + Af (—iky) e™") p.
- _% (ik) (Age ™" — Aj e™") yp, = —% By coswtyp: -
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Il est plus utile d’écrire

q q
w@ = —5 - By coswt (yp. — 2py) — = By coswt (yp- + zpy)

q q
- %18 t— L p t(yps + 2py) -
5 0 COS W 5 2o coswt (yp zpy)

Le premier terme correspond aux transitions dipolaires magnétiques,
le deuxieme aux transitions quadrupolaires électriques.

Remarque: le spin de la particule interagit avec le champ magnétique
de I'onde électromagnétique: terme —(¢/m)S - B. Comme B = ByZ:

—inBO cos wt .
m

— le terme dipolaire magnétique total: —(q/2m)(L, + 25,)Bg cos wt.
Mais: pour l'instant, on ne garde que le terme en L.

Transitions dipolaires magnétiques: plus faibles que les transitions
dipolaires électriques d’'un facteur ag/A\.Onal, ~ L, + L —
0y ={;, my = m; + 1. Si on avait choisi B = ByZ, on aurait trouvé
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Regles de transition pour une transition dipolaire magneétique:
ff:&, mf:m@-,miil.

Mais: si I'état initial est |0 0), I'actionde L., L, et L_ donnent 0. Donc:
Il 'y a pas de transitions 0 — 0 avec I'émission d’un seul photon.

Transitions quadrupolaires électriques: aussi plus faibles que les
transitions dipolaires électriques d'un facteur aq/A. 1l faut calculer:

1m
(osl (wp= +py2) l@i) = —= (sl (y [Ho, 2] + [Ho, 4] 2) o)
1m
= - (orlyHoz —yzHo + Hoyz — yHoz ;)
1m .

Alors,

W . g
(Pr| Wag|pi) = —i ——wypi (pr|yz|ps) Eocoswt .
2c
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Mais: yz est un elément du tenseur du moment quadrupolaire
électrique: rappel:

P = 1T,
1
T(2) _ o T(l)T(l)JrT(l)T(l)}7
1 \@ 1 0 0 1
etc.

Mais T\" ~ z, TV et T'") sont des combinaisons linéaires de x et y.
Donc: yz est une combinaison lineairede Y, ; et Yy, 1 — ¢ = 2!

Lélement de matrice (pr| yz |p;) comprend une partie angulaire:

/dQ Yz;,mf Y2 +1 }/E@-,mi .
On appligue la parité:
Yyz — —I—yZ ) ni,mi — (_1)& }/eiami ? nfamf — (_1)£f nf/mf ’

La parité de l'intégrand est (—1)%**/. Comme on veut qu’elle soit
positive, ¢; + £, = entier pailr.
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Laddition du moment angulaire = { =¢; £2,¢; £ 1, ¢;. Mais ¢; £+ 1
n'est pas permis a cause de la parité. Donc

bp=10;%+2.0; .

La partie A/ = 2 est due purement a la transition quadrupolaire
électrique.

De l'intégrale angulaire, on a my = m; £ 1. Mais si on avait choisi nos
directions autrement on aurait trouve les opérateurs xy, etc. Alors

mf:mi:I:Z,mizlzl,mi.

Ce sont les regles de transition pour une transition quadrupolaire
électrique.
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Une autre facon d’analyser les ondes électromagnétique: utile pour la
regle d’or de Fermi. Nous avons utilisé la théorie des perturbations
dependantes du temps avec

e (*-E+E-ﬁ) |

2m

oU nous avons négligé le terme en AZ2.

On a g = —ikV. En utilisant V - 4 = 0 (choix de jauge), on a
p-A=A-p Lélement de matrice (| W |p;) comprend deux termes:
q - - q . o7
—= [ dFp} A P, ——/dW?p-A%.

m m

Or, dans la théorie des champs (QED), on quantifie le champ

électromagnétique. On associe A avec la création d’un photon
d’énergie hw. Alors, (¢¢| W |p;) correspond a deux termes differents:

—(g/m) (p5; | Fles) (i)

A= apm) ksl Pl i) ().
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(7) correspond a I'émission d’'un photon par le systeme; (i7)
correspond a I'absorption d’un photon par le systeme. Les taux
d’émission et absorption sont égaux.

Nous avons aussi

. . 2
vai‘Q 1 — ez(wfi—kw)t 1 — ez(wfi—w)t
Pri(t) =

4h? Wi + w Wi — W
On voit qu'il y a deux résonances: w = —wy¢; et w = +wy;.
Siw = —wy; = I'énergie de |p ) est plus petite que I'énergie de |p;).

Ceci correspond a I'émission d’un photon:

lp. >

AVAVAVARRY,
o, >
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Par contre, siw = +wy; = I'énergie de |¢) est plus grande que
I'énergie de |p;). Ceci correspond a I'absorption d’'un photon:

o, >
VAVAVAVA'
o, >
On avait
A= (Ao pilkr—wt) | A e—i(E.r—wt)> — A, 4+ A,
ou

A, = XAOei(’g"’“_”t) . A= XASe_i(g'T_”t) :

Donc, fL et A_ correspondent respectivement a I'absorption et a

I'’émission d’'un photon, associés aux termes e~ *“! et ¢*“*. On trouve
ces mémes termes en théorie des champs.
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Coefficients d’Einstein

Si le systeme possede deux états, |¢;) et |pf), nous avons vu que la
transition |¢;) — | ) peut se faire par I'absorption d’'un photon. On
peut avoir aussi | ) — |p;) avec I'emission d’un photon. Il'y a deux
facons de produire ce dernier processus: émission stimulée (en
présence d’'un champ électromagnétique, avec w = wy;) OU emission
spontanée. Lémission spontanee est une proprieté du systeme, due a la
guantification des ondes électromagnétiques.

On considére la transition |¢x) — |¢1) (E,, > E,,), avec émission d’un
photon d’énergie hv. Le taux d’émission stimulée est proprtionnel au
nombre d’atomes IV, et au nombre de photons de fréquence v dans le
champ électromagnétique. Le nombre de photons est proportionnel a
la densité en énergie des photons, u(v). Par contre, le taux d’émission
spontanee implique seulement le nombre d’atomes.

Le taux total est
Wi = Ak + Briu(v)] Ny = wi Ny,
oU wy,; est le taux de transition par atome. Ay; et B;; sont les coefficients

d’Einstein. o _ _
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La transition inverse, |¢;) — |ox), Ne peut se faire que par I'absorption
d’'un photon. Le taux est

Wlk — Blku(y)Nl = ’wlkNl .

En équilibre, les deux taux sont égaux: W, = W;,. Ceci implique que

N A + Bru(v)
Nk Blku(y) .

En meécanique statistique, N; et N, sont donnés par leurs distributions
de Boltzmann: N; ~ exp(—FE;/k;T). Donc, on a

N —(E,—E)/kpT hv/kpT Api
Nk (& (& U(U) Blkehy/kBT o Bkl

Quel est By;? On utilise nos résultats pour les ondes
électromagnétiques. Avec lI'approximation dipolaire électrique, on a

2

q Wi\ 2 2
P = 4 () leul zlen) B F(tw - w)

Mécanique Quantique Avancée — p. 227



Mais (wi1)? = (wir)?. De plus, [(px| 2 [v)| = [{w1] 2 [x)]. Et
F(t,w — wyr) donne la méme probabilité que F'(t,w — w;i) (Mais dans
I'autre direction). Donc, on a

B = By .
Alors,

A/B
ehl//kBT _ 1 )

u(v) =

Mais, rappel: la radiation du corps noir. En mécanique quantique, la loi
de Planck:

8mhy? 1
~ T &3 ohw/ksT _1°

u(v)

Alors, on reproduit ce resultat, avec
A 8mhy3

B c3
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La Regle d’Or de Fermi

Nous avons considére la transition |p;) — |pf), ou |p) fait partie du
spectre discret de Hy. Qu’est-ce qui se passe si |¢ ) fait partie du
spectre continu de H;?

Dans ce cas, il n’y a pas d’état |p ) bien défini au temps ¢ (principe

d'incertitude) = |(p | 1(t))|* est une densité de probabilittc = il faut
intégrer sur un ensemble d’états finaux.

E.g. la diffusion de particules de spin O et de masse m d’un potentiel
W (). Au temps ¢, on peut développer | (t)) en fonction d’états

d'impulsion bien définie |p), avec énergie E = p?/2m. Les |p) sont des
ondes planes:
3/2
LR R L
2mh

La densité de probabilité associée avec une mesure de lI'impulsion est

(sl o)) .
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On veut mesurer py = on utilise un detecteur. Mais ce detecteur (i) a
une largeur angulaire finie, (ii) a une resolution finie en énergie. Donc |l
détecte des particules dans un angle solide df2 autour de p; et avec

une résolution en énergie JE autour de Ey = p}/2m.

Donc, la probabilité d’obtenir un signal du détecteur est
P = [ dpE O
peD ¢

ou D, est le domaine comprenant d); et 6 E.

Si on veut mesurer I'énergie, il faut faire un changement de variables:
d°p = p*dp dQ = p(E)dE dS .

Ici, p(E) est la densité détats finaux. Dans ce cas, £ = p?/2m, donc

d 2 9m2E
P _ m_ 2N V2mE

Alors, la probabilite de trouver une particule avec énergie final £’ est

SPEL) = [ a0dB () [Feo)
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Cas général: 3 des nombres quantiques continus « caractéerisant les
états propres de Hy, avec

(ala’) =6(a—a') .

Au temps t, le systeme est dans I'état |¢)(t)). Quelle est la probabilité
0P (ay,t) de trouver le systeme avec un ensemble donné de tels
parametres o ¢?

Ca veut dire qu’on trouve I'ensemble d’'états avec aeD,, ou D estle
domaine de valeurs de «, centré a a:

iPlast)= [ da (@)

Il est utile de séparer o en deux composantes: I'énergie, F, et les
autres valeurs continues, 3.

da = p(B, E)dBdE .
(Souvent, p(G, E') dépend seulement de E.) Donc,

5P (0p.t) = / 4B dE p(B. E) (8, E|w()] .
BedBs,EedE ¢
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Maintenant: on suppose que I'état initial est |p,), faisant partie du
spectre discret. On suppose aussi que la perturbation prend la forme

e~ e~

Wi(t) = W sinwt ou Wi(t) = W coswt

Tous les calculs d’auparavant sont bons, méme si I'état final fait partie
du spectre continu (sauf qu’il faut des intégrales).

E.g. perturbation constante: nous avions

Wyl \ sin(wyit/2)]"
sz(t) — = F(t7 sz) ou F(t, wfi) — wfz/2
Maintenant,
1 E — FE;
BedBs,EedE ¢
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t2

/f\

F (t, E_hE"> / \ largeur ~ 1/t

0 E - Ej
h

Lorsque ¢t — oo, la largeur — 0, la hauteur — oo. Ca a l'air d’'une
fonction §. En fait, on peut démontrer que

E — FE; E—F;
' i) = L) = 2nht O(E — E) .
thm F (t, > ) mfc?( o7 ) whtd( )

Si on suppose que t est suffisament grand qu’on peut negliger la
variation de p(3, E) (3, E| W |¢:)|” avec 'énergie, on peut remplacer

F (t, £2£1) par une fonction §.

On n’integre pas sur 63¢. Alors, si E; e dEy,

27T
OP(pi, ap,t) = (wfft (Bs, Ef = E| W |p)|* p(Bs, Ef = Ey)

Bien sdr, si E;d0E ¢, 0 P(p; t) = 0.
en's i 0Ey (pirap, 1) =0 Mécanique Quantique Avancée — p. 233



Rappel: si |¢) faisait partie du spectre discret, la perturbation pouvait
induire de transitions entre états de la méme énergie
(dégénerescence). Ici, on trouve un resultat similaire pour le spectre
continu. On introduit w(p;, ar): la probabilité de transition par unité de

temps et par unite d’intervalle de 3;:

1 d

9 = — —0PF 3 ) .
w(pias) = 53 P asD)

2T 2
f“ﬂfvEf :Ez’W“OzH p(ﬁfaEf :Ei) :

Cecl est la régle d’or de Fermi.

—  w(pi, o) =

Remarque: si la perturbation n’est pas constante, mais sinusoidale,
dans le cas du spectre discret, nous avions des résonances a
w=wys = (Ey — E;)/h. Donc, By = E; + hw. Pour le spectre continu,
c’est parell:

A
wipi, ay) = o [(By, By = Ei + hw| W i)l p(By, By = Bi + hw) .
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Voici une autre dérivation de la regle d’or de Fermi, sous guise de
probléme. On considere une particule dans I'état lié |p;). On suppose
gue cette particule est ionisée. Quel est le taux d’ionisation? On
suppose une perturbation sinusoidale.

Etat final: particule libre, décrite par une onde plane. Comment est-ce
gu’on traite les ondes planes? On a ¢; = AP/ ou A est la
constante de normalisation. On peut utiliser la normalisation avec
fonction 6: (p'| p) = 6(p" — p). Alternatif: on peut imaginer que le
probleme est dans une boite de c6té L (on prendra L — oo a la fin).
Normalisation:

1 1
/d3r¢;¢f:1 — A== = A=

I3 [3/2
De plus, on impose des conditions périodiques a la frontiere:
(0) = (L) = k = (2r/L)7, ol k = p/h et ng, n, etn, sont des
entiers. Donc la normalisation en boite a I'effet de changer les valeurs
continues de k en valeurs discrétes:

1 on
wf: LB/Q6 .

77
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Maintenant: comment traite-t-on la densité d’états finaux avec cette
normalisation? Rappel: I'état final n’est pas bien défini. Comme le
détecteur a une résolution finie, “I'état final” comprend plusieurs états
(£ AFE, QO+ AQ, ou p+£ Ap). Donc, on ne cherche pas P;_, ¢, mais

plutot > atats finaux Fi—s-

La probabilite P;_. ; dépend de l'impulsion. Donc, ce n’est pas
constant a l'intérieur de la sommation. Mais: on divise Ap en petites
parties, €,. Pour ¢, suffisament petit, P;_, ; est essentiellement
constant sur cet intervalle. Donc on peut écrire

+# états +# états
, E, f E :ep € f E , Ak I
etats finaux €p Ak

Le facteur # états/Ak est la densité d’'états finaux.

Pour la normalisation en boite, on a

3 o\ ” L\* 3
d°k = T dng, dny, dn, =—  dngdn,dn, = oy d°k .

Le facteur (L/27)° est la densité d’'états finaux.
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Nous avions

1 E:—F;
Pis = sl WO = 73 <9"f'W‘%>'2F<t’ % )

(Le facteur 1/4h2 est pour une perturbation sin wt.) On peut remplacer
F (t, Ef‘Ei) s 27Tﬁt5(Ef — (E; + hw)). Alors

h
P; t (o W li)|” 6(Ef — (B; + hw)) .

_’f_2h

Pi_ ¢ est une densité de probabilite. On divise par ¢ afin d’obtenir la
densité de probabilité par unité de temps, w; . Pour obtenir w;¢, la
probabilité de transition par unité de temps (le taux), il faut intégrer sur
les etats finaux:

L LY’
wif:/dnwif /\ gof]W\gpz 0(Er — (B + hw)) (2—) 3k .

T

Mécanique Quantique Avancée — p. 237



Nous avons d*k = k*dkdS). Pour une particule libre, £y = h?k?/2m

J2mE
K2dk = NV g

]‘:LS

—

Alors, -
wis = 55 [ Nesl Wienl? plEpde,

ou

o(E) = (%)3 mvVamE .

Nous avons essentiellement redeérivé la regle d’or de Fermi, mais pour
une particule finale libre.

Point: I'état final | ) est une particule libre. Le facteur |(p | W \gpi>|2

est proportionnel a 1/L?. Mais p(E) ~ L. Les facteurs de L
s’annulent = la normalisation en boite disparait.
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Probleme/application: un proton est dans un puits de potentiel de
rayon ro, dans I'état 1s. Il interagit avec une onde electromagnétique et
est ionisé. Quel est le taux d’ionisation? Utlisez I'approximation
dipolaire.

Etat initial (approximation):
i) = R(r) Yoo(0, ) ,

ou R(r) est constant pour r < rg, O ailleurs. Létat final est une onde
plane. On utilise la normalisation en boite:

lpr) = L§/2em"’“
Nous avons derivé
T 9 L 3
Wi = %/KW\W\WI p(Ef)dQ .,  p(E) = (%> mV2mE

avec E'y = E; + hw. Il sSagit maintenant de calculer (o ¢| W |©;)|.
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AN

On choisit k = 2

Ey
Wepp = 4 =0 sinwtp, .
m w

(On ainclut le facteur sin wt dans I'expression pour w; ¢.)
Nous avons vu que (¢ ¢|p. |¢i) = imwy; (@¢| 2 |ps). Donc,

(or| Wlps) = iqEo (py| 2 |ps) -
Il faut calculer cette intégrale, avec

z = \/ ?Tylo(e ¢) ‘SDZ> — “ %YOO(97¢) 9 |90f> — L3/26

(Nous avons normé l'état |p;).)

Astuce: on développe ]gpf> en fonction des fonctions de Bessel:

25 = 737 Zz Je(kr) Y3 () Ye.m (6, 9)
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Il faut calculer

/ /47‘(‘
<90f| W ‘g01> T L3/2 ZQE() Zg }/5 m

/ B 5 V(6,00 Tio6, ) Yo 6.
Or, [ &*r = [ r*drdQ. Intégrale angulaire:

/dQ Y5 (0,0) Yi0(0, ) Yoo (8, ¢) = \/% 0£10mo -

On définit

dr 3 J1(kr) .

Em/

/ /47T
— <90f‘ W ‘SO”L T L3/2 ZQEO TO YlO
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Alors,

1 3q2E2
(] W‘%’HQ =73 (47T)2 3 0 1? cos? 0}
0

3 2 172
7 L 3 q°E
if = 2mE; — (4m)* =52 17 | dQy cos® Oy, .
— W 2h(27rh> m me(T(') /d ). cOs” O,

Derniére intéegrale: = 4x/3, alors

(Si on avait pris une autre direction pour &, on aurait trouvé la méme
reponse, mais une intégrale différente sur df2;.)
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Temps de Vie

Nous avons vu que, pour des états discrets, pour ¢ grand, le systeme
oscille entre les deux etats (en résonance). Qu’est-ce qui se passe si
on a un état discret couplé a un état faisant partie du spectre continu?
Le systeme oscille-t-il entre les deux niveaux? Non: dans ce cas le
transition est irreversible. C’est la désintégration de I'état initial avec un
temps de vie fini. Ceci est un probleme physique important.

Afin de voir ceci, on utilise un modele simple. (Les conclusions ne
changent pas si on change de modele.) Le systeme contient un état
discret — Hy |p;) = E; |@;) — et un spectre d’états continus —

Hy |a) = E'la) — ou E prend toutes les valeurs positives, y compris
E;.

On suppose que les états |«) possedent plusieurs parametres
continus; on les sépareen g et E: da = p(3, F)dGdE. On a

(il i) =1, (pila) =0, (a']a)=6(a—a)

= [pi) (@il +/da la) (o] =1.
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On suppose que (i) la perturbation est indépendante du temps et
(ii) les eléements de matrice de W sont non-nuls seulement pour
(a| W |;), 1.e. les états discrets sont couplés aux états continus

({pi| W i) = (| W |er) = 0).

Nous avions

21
SP(i. 1) = /dﬁ (8. By = Bl W loi)|? p(8, By = Ei) =Tt
Ceci est la probabilité de transition de |¢;) a |«). La probabilité de
rester dans I'état |¢;) est donc P;; = 1 — I't.

Or, la théorie des perturbations n'est valide que sit < 1/I'. Mais il y a
une deuxieme condition. Rappel: nous avions aussi

1 E—FE;
5P(907;7047t) — ﬁ4655 EegEdﬁdEp(ﬁ’E) |</B7E|W‘¢Z>‘2F (t7 A ) )
E—FE;\ |sin(E— E;)t/h
P(e550) = M |
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Donc,

1 ©. @)
OP(p;,a,t) = = dEF(t,
0

E—FE;

) K(E®).

K(E) = / 48 1(8, E|W |o)|? p(B, E) .

Auparavant, nous avons remplacé F (¢, £=%) — 2nhté(E — E;). Mais
ceci est vrai seulement pour ¢ — oo, ce qui est inconsistent avec
t < 1/T". Alors, strictement parlant, on ne peut pas prendre t — oc.

Mais: on peut toujours remplacer F (t, E_hEi) par une fonction ¢ si
certaines conditions sont satisfaites. Examinons K (E) et F' (¢, 2=£4):

F(t,(E-E;)/h)  largeur hA la largeur de
- E—E;

F (t, =5%) est

Arh/t; on appelle

hA la largeur de

K(E).
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Donc: si t est suffisament grand que la largeur 47h/t est petite,

F (t, £2£1) agit comme une fonction 4. Il faut que 4nh/t < hA

—> ¢t > 1/A (on laisse tomber le 47).

Dans ce cas,
1 > E — FE; 2 >
— dE F | t, K(E) — —Wt/ dEcS(E—Ei)K(E)
R ), h hJo
2
- %tK(E:EZ-):Ft.

Donc, les deux conditions sont satisfaites si A > I'. Desormais, on
suppose gue ceci est vrai.

Quand on n’avait que des états discrets,

[$(6)) = > ba(t)e Bt Jgy,)

Ici, on a
O(0)) = bi(t) e~ B () / darb(a, t) e PN |a)
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On utilise I'équation de Schroedinger: ih-2 [4(t)) = [Ho + W] [1(2)):
ihbi(t) e Eit |0 4+ (1) By e Ei ()
+ ih/doz’i)(o/,t) eTiEUR o)) +/dab(a,t)Ee_iEt/h )
= bi(t) e PN E; Jipi) + bi(t) e W [iy)
+ /dab(a,t) e BN B q) +/dozb(oz,t) e TEURW |a)

Les termes proportionnels a F; et E (termes # 2, 4, 5, 7) s'annulent les
deux cotés.

On multplie par {p;|. On utilise les faits que {(p;| W |p;) = 0, (p;|a) =0
—  ihbi(t) = /da e/ BN/ R (o 1) (| W |a)
On multplie par («|. On utilise les faits que (a| W |a’) =0, (a]p;) =0

—  ihb(a,t) = e ETEIYR (0] W |0;) bi(t) .
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Les conditions initiales sont b;(0) = 1, b(a, 0) = 0.

2'¢ éguation:

L[t
G | S EEI W ) b

Insérer dans la premiere équation:

bla,t) =

bi(t) = o dq/dwﬂEEWtVﬂwwWMM bi(t)

1 . :
= =/ B /O dt’ ! Fi=E)C=)/h (B b, (1)

Jusqu’ici: exact. Afin de résoudre: il faut une approximation.

(i) Approximation de temps court. Si ¢ n'est pas trop grand,
bi(t") ~ b;(0) = 1. Alors,

Mm:——- dE/dﬁK ) i) (t=t)/h
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On considere I'exponentiel lorsque t — co. Si EF # E;, 'exponentiel

oscille = la moyenne est 0. Si £ = E;, on obtient co. C’'est comme

une fonction 6(E — E;). En falt,
t

lim dr ! Fi=E)T/h — py [7T5(E —E;)+1iP

t—o0 0

E—E]

Rappel: pas besoin de t — oc. Il faut seulement que ¢t > hA (la
largeur de K (F)).

— Bi(t):—%K(E: N—-P | dE

Ceci est valide pour b;(t") ~ b;(0) = I'/2, 6 E/h sont des
perturbations. Donc, il faut que ¢t < 1/T", A/ E.

—> 737;7;(75):1—Ft.
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(i) Autre approximation. On a

. 1 o t ' ,
bi(t) = =5 [ dE / dt’ ! Ei=E)A=)/0 i¢ (B b, (¢)
0 0
On considere l'intégrale sur E:
1 -~ i(B;—E)(t—t")/h
5 /. dE K (E) e/ Fi=B)t=t)/h

En général, K(FE) est une fonction qui varie lentement avec E (largeur
hA). Par contre, la période de I'exponentiel est 27h/(t — t'). Sit est
différent de t/, la période est petite — I'exponentiel oscille
rapidement, sa moyenne est ~ 0.

— Lintégrale est grande seulement pour ¢t — t’ ~ 0, négligeable pour

t —t' > 1/A. Donc, b;(t) dépend seulement des valeurs de b, (t) juste
avant ¢t. Ceci est vrai V¢!

Mécanique Quantigue Avancée — p. 250



Solution:
bz(t) _ e—Ft/Qe—icSEt/h .
Valide pour ¢ grand (tant que A > T, 6 E/h).
De plus, nous avions
ihb(a,t) = e FTER (| W |p;) bi(t)
<Oz‘ W |907,> 1 — e—Ft/Z 6z’(E—E;—(SE)t/ﬁ

h H(E—E; —6E) +i%

—  b(a,t) =
Examinons ces quantités.
Pii(t) = [b;(8)|* = e 1.
Alors, la probabilité que le systéme reste dans I'état |¢;) décroit avec

le temps de facon exponentielle et irréversible. (Probabilité — 0
lorsque ¢t — oc.)

T = 1/T" est le temps de vie de I'état |p,).

Mécanique Quantique Avancée — p. 251



Rappel:
Ci(t) _ e—iEit/h b@(t) _ e—Ft/Qe—i(Ei—i—éE)t/h .

S’il n’y a pas de perturbation, ¢;(t) = e *F:t/% Alors, la perturbation
donne le temps de vie (e~*/?) et aussi déplace I'énergie de I'état |¢;):
E, — FE,+0F.

) 73/0 d B E 73/0 d

E,—E /dﬁ (8, E|W i) |” p(3, E) .

(Le P enléve le poble.) Mais: da = p(0, E) dG dE.
(| W )|

d :

“TE_E
Donc, pour les états dont I’energie # E;, la contribution a ) £ est

2
[{a] W [ep3) ]
E, — E '

Alors, pour les états stationnaires, on trouve le deplacement en

énergie qu’'on aurait trouvé avec la théorie des perturbations
indépendantes du temps!

— 5E:7?/
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Finalement, pour t > 1/T (e~!* ~ 0), la distribution en énergie de I'état

final est
1

2 (2

C’est une densité de probabilité:

1
dP(By, Ey,t) = |(Br, Ef| W |wi)|” p(By, Ey) (E; — B, 0B + PT?/A dfdEy .

Examinons la dépendance en E;. [(B;, Ef| W |p)|* et p(By, Ef)
varient peu lorsque E, varie sur un interval de O(hI') = la
dépendance en E; est gouvernée par le denominateur:

hlr=h/t

La distribution
Wigner-Weisskopf.
Plus la largeur est
grande, plus le
temps de vie est
court.

. +
Ej+oE E Mécanique Quantique Avancée — p. 253



Lincertitude sur I'énergie de I'etat final: AE, = hl' = A/7 (principe
d’incertitude). Donc: plus le temps de vie est long, plus l'incertitude en
énergie est petite. Alors, I'énergie d’'un état d’'un temps de vie long
peut étre mesurée avec beaucoup plus de précision que si le temps de
vie est court. Il y a une limite intrinseque a la précision avec laquelle
on peut mesurer I'énergie d’un état.
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Diffusion

On considere l'interaction entre deux particules en trois dimensions.
L'Hamiltonien s’écrit
—~ —~
P1 P2 - -
H = + + V(jr1 —12]) .
oy ¥ amg TV )
On peut transformer ceci en coordonnées du centre de masse et

coordonnées rélatives:

miT1 + marsy

F=f—7 , R= ,
1 2 1 + 119
L _ MgP1 — M P 5 o
p=— e P=p +ps.
mi + Mg
P
— H=—+—+V :
ot 2 VU

ou M =mq +ma, (1/n) = (1/mq) + (1/ms) (Masse réduite).

Premier terme: mouvement du centre de masse. Pas intéressant. On
peut transformer au référentiel du centre de masse P = 0 = ignorer
ce terme. Les autres termes décrivent le mouvement rélatif, qui
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—  H= T V(i) = -+ V().

2

Remarque: V (r) dépend de r, avec r > 0. Il est plus naturel de traiter
le probleme en coordonnées spheériques.

En coordonnées sphériques,

o 182+1 a2+1a+1 2 1 9 1 L2
= ——-17 _— = —-——7r - — —
r Or2 r2 \ 00?2  tan6 00  sin’ 0 O¢>2 r Or2 r2 h2
On définit
190 T ok
pr:—zh;ar — p?“__h ;ﬁr
2 T2
p, L
— H = :
2M+2MT2+V(T)

Remarque: H n’est pas défini pour r = 0 (r = 0 est un point spécial en
coordonnées sphériques).
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Comme p, dépend seulement de r et L2 de 0 et 0,
p?, L% =0, [H L*=0.

Alors, la solution u(7) a I'équation Hu (7)) = Fux () doit aussi étre
un état propre de L2. Elle s'écrit

up () = Ripim (r)Yim (0, ¢) .
Comme L2 Yy, = ((¢ + 1)k2 Yy, 'équation radiale devient

h* [1 07 00+ 1)
9, 2

5 RElm(T) —+ V(T)RElm(T) — ERElm(T) )
20 | rOr r
Remarque: cette equation est indépendante de m — pour un /¢
donné, il y a une dégenerescence de degré 2/ + 1. Desormais, on
laisse tomber l'indice m dans Rz, (7).

Important: le systeme de deux particules interagissantes est
équivalent au systeme d’une particule de masse u se déplacant dans
le potentiel V.;s = V(r) + h?¢(¢ + 1) /2ur?. Dernier terme: barriére

centripete. o _ B
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D’abord, on considére une particule libre, V(r) = 0. On définit
E = h?k?/2u, x = kr. Léquation a résoudre devient
d> 2 d
da 24 . 0(£+1)
dz? x dx X2

C’est I'equation différentielle sphérique de Bessel.

R(x)=0.

Si on écrit u(x) = zR(x), on obtient

d*u L0+ 1)u

2 5 +u=0.
Comme c’est une équation différentielle de degre 2, il y a deux
solutions.

| d*u .
(1)) £=0: —+u=0 = wu=sinzr, cosz.
dz?
Alors,
Ro(x) = il (regulier) , Ro(z) = it (irregulier) .
T T

Solution reguliére ~ r* lorsque » — 0 (~ 1 pour ¢ = 0), solution

irregulieére ~ »~+1 (~ 1/r pour ¢ = 0). o | )
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d*u  2u sin x COS .

(i2) £=1 : de—x—Fu:O = U=-—_——C0ST, —— —sin .
Alors,
Ri(x) = Sl;f — co;;x (regulier) , Ri(x) = —C(;Szx — Slzx (irregulier) .

¢ général. Solutions: R,(x) =

jila) = (x IV () Geguticn.

ne(@) = —(—x)t (1 d) (“2) (irregulicr)

x dx €T

Les ji(x) et les ny(x) sont les fonctions sphériques de Bessel et de
Neumann, respectivement.

Bien sdr, une particule libre comprend » = 0 = on ne garde que les
fonctions sphériques de Bessel. Les états propres et énergies d’'une
particule libre en coordonnées sphériques sont

h2 k2

kaﬁm(raevqb) :]é(kfr) wm(e’gb) 7 Er = 2/1
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Probleme (pas de diffusion): trouvez tous les états propres et les
énergies pour le puits sphérique infini:

V(T)—{O r<a,

oo Tr>a.

Solution: dans le puits (r < a), la particule est libre:

Pkim (T7 6)7 ¢) — jg(]f?“) nm(ga ¢) :

A r = 0, la fonction d’onde doit s’annuler. Donc, les énergies sont
données par la condition j,(ka) = 0.

Loin de l'origine, x > 0,

1 1 14
Je(x) >~ —sin (:L' — %) [De plus, ng(p) >~ —— cos (p — —W)] .
p

x 2

Donc, pour ka > 1, les solutions de j,(ka) = 0 sont ka ~ nm + {7 /2.
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Solutions exactes (quelques valeurs de /):

=0 (=1 ¢ =2 ¢ =3 =1 l =
3.14 4.49 5.76 6.99 8.18 9.36
6.28 7.73 9.10 10.42

9.42

Remarque: seulement certaines valeurs de ka sont permises. Donc,
pour un a donng, k est quantifie — E est quantifié (spectre discret).

On nomme n = 1 |la premiere racine pour un ¢ donne, n = 2 la
deuxieme racine, etc. On utilise la notation spectroscopique pour les
valeursde : S =0),P({/=1),D(=2),F(=3),G({(=4),H
(¢ =5).

L'ordre des niveaux: 15, 1P, 1D, 25, 1F, 2P, 1G, 2D, 1H, 35S, ...
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Probleme (diffusion): états propres pour le puits sphérique fini:

V(T)—{_VO r<a,
0 r>a.

Equations a résoudre:

[_ (%j—;"“) + W; 1)] R(r) — %(E+ Vo)R() = 0 r<a,
[_ (%j—;r) + 1)] R(r)~ S5 ER() = 0 r>a.

On définit k% = 2uE /h*, k* = 2u(E + V) /h?.

Pour r» < a, on a la solution reguliere (avec k); pour r > a, les solutions
reguliere et irreguliere sont permises (avec k):

Ré (’I“) — Ajﬁ(’%r) )
Ri(r) = Bji(kr)+Cngkr).
On trouve les valeurs des constantes en raccordant ¢ et ¢’ a r = a.
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Loin de l'origine,

. 1. 2 1 Iz
JE(CE)Z—SIH CE—? ; ng(a:):——cos a:—? .

X X

Donc, la forme asymptotique de R est

B % %
2 . e o o e
R Y [expz (kr 5 ) exp —1 (kr 5 )]

i (o T e (LT
Y _expz r 5 exp —t | kr 5

—C+iB | , (m C+:iB , (m
= exp—t | kr — — | + expt | kr — —

12

2kr 2 C —1B 2
B +1iC . B —iC |
\f 0+1 _—ikr tkr
- (- 1 .
0 ik [( J e et ]

Premier terme: onde allant vers I'origine (onde entrante); deuxieme
terme: onde allant vers l'infini (onde sortante).
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) = Bjika)+ Cny(ka),
kAjy(ka) = k(Bjy(ka)+ Cny(ka)) .
(

7y K,CL)] _ [Bjé(ka,) + C'ny(ka)
Je(ka) B je(ka) + Cny(ka)

—

Mais j, et ny, sont des fonctions reelles —- B/C est réel. Alors,
(B —1C)/(B + iC) est une pure phase:

B —iC _ ais,(k) _
Bric ¢ — tandy(k) = —-C/B.

Donc, la forme asymptotique de R? est

tant
R2 ~ constante . (k’r — %T + 5g(k)) :
?/i

d¢(k) est le déphasage: résultat important pour la diffusion.
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Généraliser: on envoie une onde plane e*** vers l'origine, sans
potentiel. On peut la développer en ondes sphériques (ou ondes
partielles):

o

e'"* = " i*(20 + 1) Py(cos 0) jo(kr) .
¢=0

Py(cos @) = /4 /(20 + 1)Y0 (0, ¢): polyndmes de Legendre.

Dans la limite r — oo,

1 120

ihz (20 4+ 1) Py(cos §) — sin (k’r — —)

(& —

)¢

kr 2

£=0

1
20k

[
)¢

(20 + 1) Py(cos ) ((—1) e ™ 4 er) .

T
o

Le premier terme est I'onde entrante, le deuxieme terme est 'onde
sortante. Remarque: ici, 'onde sortante n’est pas une onde diffusée: il
N’y a pas de diffusion car il n'y a pas de potentiel.
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Maintenant, on rajoute un potentiel. Ce potentiel va diffuser I'onde, ce
qui aura un effet sur 'onde sortante seulement. Nous avons vu gque cet
effet est un déphasage de I'onde sortante:

Y — Z (20 + 1) Py(cos )
(=0

ou Sy(k) = exp[2idy (k)] (0¢(k) est le déphasage de I'onde).

QZkr ((——1)@+16_¢kr-+»Sz(k)6ikr) 7

De facon équivalente:

' 0 1 ' ' etkr
_, plkz 9 1P 1 tkr — 1kz 0
Y —e +£§:O:( t+1) E(COSQ)%M (Se(k) —1)e e + f(0) .
f(0) est ramplitude de diffusion:
1 O
= — (2 1) Py( —1
f(9) ik ;: ¢+ 1)Py(cosB) (Se(k) — 1)

2(22 + 1) Py(cos 0)et sin b, .
(=0

| =
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Or, dans une expérience de diffusion, on veut mesurer la section
efficace différentielle, définie comme suit. On compte le nombre de
particules dn diffusées dans une petite région angulaire df2 en
direction 0, ¢ = df) dans un certain intervalle de temps dt.

dn est proportionnel a df2 dt, au courant de particules incidentes et a la
section efficace différentielle:

do .
10 " Jinc
do /dS) est la section efficace différentielle. Rappel: le faisceau incident

est dans la direction Z. Donc, si le potentiel est symétrique par rapport
aux rotations autour de z, do /d€) ne dépend pas de ¢.

dn = - dt - dS) .

La section efficace totale est simplement I'intégral de do /d2 sur tous

les angles:
do
= [ dQ) — .
7 / dQ

La dimension de o est longueur?: l'unité standard est le barn:
1 bn = 107%* cm?.
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Nous avions
eikr

Y =e"" 4 f(0)—

r

ce qui comprend une onde incidente et une onde diffusée. De ceci, on
peut calculer le flux incident:

Fr) = == (v — V) .

Y

Le courant contient trois parties: un terme quadratique en I'onde
Incidente, un terme mixte et un terme quadratique en I'onde diffusée.
Premier terme: le flux est hkz/m.

Terme mixte: termes proportionnels a exp +[ikr(1 — cos8)]. Ces
termes varient tres rapidement en fonction de 6: comme kr est grand
dans la region asymptotique, une petite variation de cos 6 implique un
grand changement de la phase de I'exponentiel. Dans une region
angulaire arbitrairement petite, on aura une annulation entre
différentes contributions au courant —- ce terme donne zeéro.
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Troisieme terme (courant diffusé): la contribution du gradient sur

f(6)/r est proportionnalle a 1/r3, qui est négligeable pour r grand.
Donc, seulement I'exponentiel contribue au flux.

Au total, on a

- hk _ hk 0)|2
jo ik BRIFOR,
m m T
Donc,
do
— = 0)|2 .
— = /(0

Alors: dans des problémes de diffusion, il faut calculer f(#). (Ou, de
facon équivalente, il faut calculer é,(k). Le déphasage dépend de la
forme du potentiel.)

On peut montrer que la section efficace total, o, recoit des
contributions de chaque onde partielle:

" , Am
0'227'("/0 df sind |f(0)|* = 2 e (2¢ + 1) sin* §; = ZO’g
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Retour au puits sphérique fini: on avait
[jé(m)] [Bjé(ka) + Cny(ka)

K|=——=| =F :
Je(ka) B je(ka) + Cny(ka)

k ji(ka) je(ka) — & je(ka) jy(ka)
knj(ka) je(rka) — kng(ka) jy(ka)

— tand, =

Cette expression n’est pas tres transparente: on considere le cas de
faible énergie, ka <« 1. Remarque: pour z — 0,

' 't
je(z) = 1-3---(20+1) (20+1)1"
ne@) _1-3-;1;-6&216—1) :_(25;6—&)!! |
Donc
gy (ka)2+! { Ejg(/a.;a,) — /ﬁ)ajé(lﬁ'la) } |
20+1)M20 =) | (€ + 1)je(ka) + kaj,(ka)
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A part des points spéciaux ou le numérateur ou le dénominateur est
zero, I'expression {- - - } est un nombre d’ordre 1. Alors tan d, < 1:

(ka)%—l—l

sindy >~ 0y ~ tandy = 0T DIl — 1 :

0(1) .

Remarque: cette quantité diminue rapidement avec /.

Dans le canal 7, la section efficace est

4

4
:F(

7t (20 + D20 — 1)1

20 + 1) sin? 6, ~ wa®(ka)* .0(1) .

(Le premier facteur est la surface bidimensionnelle de la cible vue par
le faisceau.)

Donc: la diffusion est dominée par ¢ = 0:
o~ 09 =4ma® - O(1) .

(Le facteur O(1) dépend de la forme du potentiel.)
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La diffusion est dominée par ¢ = 0: isotrope. Des corrections,
dependantes de I'angle 0, viennentde ¢ > 0. E.g. siongarde ¢ =0, 1,
do 2 L s 61
= f(O)]F =~ 2 €70 sin 69 Py (cos 0) + 3e™* sin 61 Py (cos 0)

N sin? 8 Py (cos 6)? 146 01 P (cosf)
k2 doPo(cosh) )

‘ 2

On a dg ~ ka, 6; ~ (ka)?/3, Py(cosf) =1, Pi(cos) = cost) =
do
dQ

Coefficients d’'O(1) sont implicites.

~ a* [1 4 2(ka)? cos 6 + O((ka)*)] .

Premier terme: ¢ = 0. Deuxieme terme: interférence entre ¢ = 0 et

¢ = 1. Ce terme donne une anisotropie dans la diffusion: la diffusion
vers en avant est augmentée, celle vers en arriere est diminuee. (Mais
remarque: I'anisotropie dépend des facteurs d’O(1) dont les signes ne
sont pas nécessairement positifs!)
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Donc: la diffusion a basse énergie diminue avec /. Méme si on a
trouve ce résultat en étudiant le puits sphérique fini, il est géneral. On
peut le comprendre intuitivement: si ¢ # 0, il y une barriere centripete
qui empeche la particule de s’approcher a I'origine.

Rappel: puits sphérique fini:

(ka)?+1 { lje(ka) — kajy(ka) }
(204 )20 — )N | (0 + 1)je(ka) + kaj,(ka) |

tan oy =

Nous avons dit: “a part des points spéciaux ou le numérateur ou le
dénominateur est zéro, I'expression {- - - } est un nombre d’ordre 1”.
Malis gqu’est-ce qui se passe aux points spéciaux?

(i) Si le numérateur de {-- -} est nul pour une valeur donnée de /, ¢,
ce canal ne contibuera pas a la diffusion. Remarque: la diminution de
oy, €n fonction d’énergie peut étre tres brusque.
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Le cas ou ¢y = 0 est particulierement important parce que la diffusion
est dominée par ¢ = 0 a basse énergie. Donc: si, en variant I'énergie
(toujours a basse énergie), on passe par une valeur ou sin g = 0, la
section efficace totale chutera de facon dramatique. On appelle ceci
I'effet Ramsauer-Townsend.

En fait, vous avez (probablement) déja vu le méme effet en une
dimension. On considere une onde plane d’énergie E venant de
x = —oo Vers un puits fini:

)
0 r < —a,

Vi) =¢—|V| —a<z<a,
L0 a<c.

Le coefficient de transmission est

B AEB(E + |V]) . \/2m(E+|V|)

AE(E +|V|) + V2sin®(2ka) h?
Sisin(2ka) = 0, i.e. si 2a = nw/k, T = 1: il y a une transmission
résonante (pas de réflection/diffusion): I'onde incidente ne voit pas le
puit.

Mécanique Quantigue Avancée — p. 274



(i) Si le dénominateur de {-- - } est nul = sind,, = 1 = la section
efficace pour ce canal est maximale dans le voisinage de ce point:
resonance.

E.g. puits sphérique fini: pour ¢ = 0, le dénominateur est nul quand

m:\/zm(VOjLE)a: <n+1>7r.

h? 2

Remarque: si £ < Vj, cette relation ressemble a la condition pour un
état lie d’énergie £ = 0 dans un puits sphérique fini:

a=|n—+—|m.

h? 2

Interprétation: la résonance est due a la proximité d’'un état lie. Les
particules sont presque attrapées dans l'état lié¢, ce qui implique
gu’elles sont facilement diffusées. Donc: une résonance indique la
présence d’'un état intermediaire quasi-stable.
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Donc: en variant I'énergie d’'un faisceau, on passe par des zéros et
des résonances. En général, ceci nous donne de l'information sur le
potentiel de diffusion.

E.g. pour un puits sphérique fini, on peut tracer les sections efficaces
partielles pour / = 0 et / = 1. On voit des résonances et des zéros
dans chaque canal:

Résonances et zéros de
la section efficace partielle
d’'un puits sphérique fini.
Les sections efficaces par-
tielles (normées par 4ma?)
des canaux ¢ = 0 (ligne
solide), ¢ = 1 (tirets longs)
et la somme des deux (tirets
courts) sont tracees en fonc-
tion de ka. Le parametre

2mVpa? /h? = 1.0.
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Diffusion: Particules Identiques

Pour la diffusion de particules non-identiques, nous avons trouvé que
la fonction d’onde asymptotique s’écrit

v(r) =e™* + f(0)

ezkr

-
Notation: ¢ (r) — |espace) = |l§>

Lors de la diffusion a un angle @, la section efficace est

do -
87 _ g k>
ds? }<
Maintenant, on considere la probabilite de trouver une particule
(faisceau ou cible) a 'angle 6. Il y a deux diagrammes:
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Pour des particules non-identiques, on a

do ) | -
d — o |E
( ds? non—identiques >

Qu’est-ce qui se passe si le faisceau et la cible sont composés de
particules identiques? E.g. bosons de spin 0. Dans ce cas, on ne peut
pas distinguer les deux situations, i.e. la fonction d’onde doit étre
symétrique sous I'échange des deux particules:

_ eikr _ eikr
e 0 4 e 4 fn-0) ]

2

tlir o[ = 17O + 17— o)

La section efficace est donc

do
(d_Q> bosons, spin 0
= |f(OF +[f(m—0)]" +2Re (f(0)" f(r —0)) .

On a interférence des deux diagrammes.

r

f(0) + f(m = 0)]°
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A 90°,

do TN |2 do
<dﬂ) bosons, spin 0 f 2 <dﬂ

Ceci a eté verifié plusieurs fois.

) non—identiques

90° 90°

Fermions, spin %: la fonction d’onde totale doit étre antisymétrique.

Deux possibiliteés pour le spin total: S;,; = 0, 1. D’abord, prenons
Siot = 0 (antisymetrique). Alors,

) = }E>S\o 0) .

Comme l'interaction est indépendante du spin, I'état final est aussi
dans I'état de spin |0 0). Lamplitude est

A= (0] (00]) (|F) l00)) =0 F)

S
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Donc, la section efficace est la méme que pour des bosons:
do
- = [f(0) + f(= = 0)|" .
ds? singulet

Par contre, si S;,; = 1 (symétrique), I'état spatial est antisymetrique:

), = V% lek +10) 6: — e — f(m - 0) 6:]
Lamplitude est
A= ((0],(1m]|) (‘E>A 1 m>) — (f ‘E>A |

Donc

() =10

A 90°, la section effice est nulle!

Mécanique Quantigue Avancée — p. 280



Expérience: souvent le faisceau et la cible sont tous les deux
polarisés. 4 possibilites: faisceau: |[+) ou |—), cible: |+) ou |—).

(i) méme polarisation, e.g. faisceau: |+) et cible: |4). Dans ce cas,
I'état total est |1 1). Nous avons déja fait ceci: I'état est ‘IZ> 111); la
A

section efficace est

(;‘5—;;) —11(6) ~ f(m = O .

(i) Plus intéressant: polarisation opposée, e.g. faisceau: |+) et cible:
|—). Dans ce cas I'état initial n’est pas une combinaision d’états )E> et
spin qui sont symeétriques/antisymetriques. Létat initial est

) = ([F) 1+ ) = [-F) 1= ) -
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(1) Diffusion a I'état singulet. Lamplitude est

A= 0000 ) = =01+ (= 0] 00 )
= SO + fr— )]0 0+~ [f(x —6) + FO)00]-+)}
Malis
00) = —= [+~ -]

Donc I'amplitude est

1 1
A:§[f(9)+f(ﬁ—9)]ﬁ

La section efficace est

do 1 2
(d_Q>—|——>singulet B 5 ‘f(e) " f(ﬂ- B e)l |

1-=(D)]=—71f(0)+ f(mr-0)] .

Sl
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(2) Diffusion a I'état triplet. Lamplitude est
1

A = (0], (10[[) = 7 (O] = (m — 0[] (1 O [4))
= % {[F(0) = f(mr =) (L0 |+—) = [f(m=0) = f(O)](LO][—+)} .
Mais .
10) = 7 +=)+[=+)] -
Donc I'amplitude est
1 1 1
A= §[f(9)—f(7r—9>]ﬁ[1+1] = \ﬁ[f(ﬁ)—f(ﬂ—@] -
La section efficace est
(%) = L1F0) — Sz~ O)F
+——triplet
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La section efficace totale pour la diffusion d’une particule a un angle 6
est

do ) < do ) < do ) 9 5
w9y (Y + | == = [f(O)° + [f(m=0)".
<dQ tot ds? singulet ds? triplet

On obtient le méme résultat que pour des particules non-identiques: |l
n'y a pas de terme d’interférence.

En fait, ceci a du sens: comme les particules ont une polarisation
differente, elles sont distinguables. Si on mesure la polarisation a un
angle #, on peut savoir si la particule vient du faisceau ou de la cible.
Dans ce cas, les particules identiques dans un état différent de spin
peuvent étre traitées comme des particules non-identiques.
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Probleme: on considere la diffusion de deux particules identiques de
spin % On calculera j—g de deux facons différentes: (i) on suppose que

chaque état de spin, |+) ou |—), est également probable pour chaque
particule, (ii) on suppose que chaque état de spin total, |1 m), |0 0), est
également probable.

(i) Il'y a 4 possibilités pour les spins des deux particules: |+ +),
N

+ ),

Dans deux cas — |+ —) et |— +) — les spins sont différents. Donc, on
peut traiter les deux particules comme étant distinguables:

do 5 5
= = [FOF + [f(x = 0).
Dans deux cas — |+ +) et |— —) — les spins sont les mémes. Dans
ces cas,
do 5
o = 11(0) = f(r—0)2.

Mécanique Quantigue Avancée — p. 285



Donc

(%) = FCIOP+15E- 0] +2(16) - fr - o))}
= |fO) +|f(m = 0)]> — Re (f(0)"f(m —0)) .
(if) Pour le singulet, |0 0), il y a un état (antisymétrique):
9 15O) + fr— )P
Le triplet, |1 m), a trois états (symétriques):
T = 150) ~ fr— )P
Donc
do 5 5
(%) = 0O+ 1= 0P +3156) - fx =)}
= [fO+1f(m—0)]* = Re(f(0)"f(m—0)) .

Méme réponse. Voici deux facons différentes de calculer la méme

chose. Mécanique Quantique Avancée — p. 286



Theoreme Optique

J’al menti.

Nous avons trouvé

2
Gk RRIFOFR,

m m r
Mais: si on calcule le flux radial des particules, on constate que I'onde
plane donne zéro et I'onde diffusée donne un flux net. Comme on a
une situation statique — la fonction d’onde ne change pas dans le
temps, a part le facteur exp(—iFEt/h) — ceci viole I'équation de

continuité (conservation de charge). Contradiction.

Résolution: termes d’'interférence. Ces termes sont proportionnels a
exp t|ikr(1 — cos 0)]. Ces termes oscillent trés rapidement, dd au fait
gue I'onde plane se propage dans la direction z, tandis que 'onde
diffusée se propage dans la direction 7. Alors, la phase relative change
rapidement selon la position et nous avons donc negligé ce terme.
Mais: la phase relative ne change pas le long de I'axe % et c’est dans
cette direction que les termes d’interférence pourraient étre importants.
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Le flux total = O (il y a autant des particules entrantes que sortantes).
Alors,

/T2dﬂ (jonde plane,r + jonde diff,r + jint,r) =0

hk
— 0—|——O'—|—(I)int20.
m

Le courant dd aux termes d’interférence est

1kr —1kr

= h : . S
Jint = —— {e—zkrcosev (f<6)6 ) 4 f(g)*e vezkrcose - C.C.} '

2ma r T

Alors, la composante radiale est

B I {f(e)eikr(l—cosm - f((g)*e—ikr(l—cose)

Jint,r —

2mi r2

ik(1 4+ cos )
i r

(f(e)eikr(l—cosé’) 4+ f(e)*e—ikr(l—cos 0))} .

A r grand, le premier terme est beaucoup plus petit que le deuxiéme

— on peut le negliger. o _ _
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Donc, le courant radial est

hk itkr(l1—cos0)
Jint,r = =—— 2i Im {zf(@)(l + cos 0) c } :
2ma r
Le flux est
27rhk ! |
B = R 1 { [ dwrwa+ mez’”“—w} |
m ~1

ou 1 = cos 6. Mais le dernier terme oscille tres rapidement sauf vers en
avant (/ = 0) = l'intégrale est dominée par la contribution a ;1 = 1.
On peut donc remplacer f(0)(1 + pu) — 2f(0):

4 ! .
By = mrhk Im {zf(())/ duezm(l_“)} :

m —1

Dans l'intégrale, on néglige le terme venant de ;. = —1 qui oscille
rapidement:

Im{z’f(O) ! }:—47rilmf(0).

—1kr m
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Mais nous avions

hEk 4
— 0+ Py =0 = Uz—WImf(O).
m k

Donc, on relie la section efficace totale a I'amplitude de diffusion dans
la direction avant. Ceci est le théoreme optique.
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Approximation de Born

On commence avec I'équation de Schroedinger. On réarrange cette
équation pour écrire

2mV (r)
TQP(T) ;

ou k? = 2mE/h?. On traite le terme a droite comme étant une “source”
ajouté a I'equation homogene. Remarque: la “source” dépend de la

fonction qu’'on essaie d’évaluer —- on obtiendra une équation
intégrale pour (7).

(V2 + B2y (F) =

Pour écrire une solution, on suit quelques étapes. On définit la fonction
de Green a partir de I'égquation homogene:

(Ve + E)G(F, ) = 83(F — i) .

Remarque: la dérivee est prise par rapport a . Lidée sous-jacente de
cette approche est que, pour une equation linéaire a laquelle on ajoute
une source, la linéarité implique gque la solution pour une somme de
sources est la somme des solutions pour chagque source
iIndividuellement.
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Ensuite on définit une solution de I'éguation homogene:
(Vi) + E)en() =0

Finalement, la solution a I'égquation de Schroedinger s’écrit

. . - 2mV (1)
V(7)) = Pp(7) + /d?’r’G(r,fy) 3 (') .
Remarque: on a écrit v sous forme d’'une intégrale qui contient .
Donc, ce n’est pas une vraie solution: on a tout simplement transformé
une equation differentielle en équation intégrale. Cette équation n’est

pas plus facile a résoudre que I'equation de Schroedinger, mais il est
plus facile de trouver une solution perturbative.

On peut trouver la fonction de Green pour I’équation de Schroedinger:
iR F— 7|
4| — 7|

Remarque: cette solution n'est pas unique (e.g. on peut remplacer
k — —k), mais la forme est appropriée pour I'approximation de Born.

G(F,7) =
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On prend comme solution homogene une onde plane:
Ui (7) = exp(ik - 7). Donc

o) =7 [ G

Sous cette forme, la solution ressemble a

2mV (1)
;2

() -

ezkr

_ 1kz
v=e* 1 1(0)"

Cependant, on ne peut pas évaluer l'intégrale car I'intéegrand contient
. Lapproximation de Born est une solution itérative de cette equation.

Si I'effet du potentiel est petit, le deuxieme terme est plus petit que le
premier = on peut approximer (") =~ ¢’*™ dans ce terme:
om s o ik =7 |
27 h? |7 — 77|
Remarque: contrairement a I'approximation qu’'on a faite a basse
énergie (de ne considérer que des petites valeurs de ¢ dans la
decomposition de o en fonction d’ondes partielles) on n'a pas a
supposer gue le potentiel est invariant sous rotations.
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On s’intéresse a la fonction d’onde dans la région asymptotique

r — oo. Donc on met |7 — 7| ~ r dans le dénominateur. De plus, on
utilise une série de Taylor pour écrire |7 — 7| ~ r — - 7 dans
I'exponentiel. (Il faut garder le deuxieme terme, sinon on perd un
facteur de phase indépendant de r dans la limite » — oc.) Donc

. 1kr

7\~ ik-7 m 1 3 Zk(r—f"f’/) ik — ik.7 . €
i) = e Conh? /d € V() =e""+ . f=(0,9),

ou fz (0, ¢) est 'amplitude de diffusion dans I'approximation de Born.

On définit le vecteur Eﬁ = k7 (C’'est le vecteur d’'onde des particules
diffusées en direction ), on a

o m 3 —z ke —k)-7
fo(0,0) = =5 5 [ dr'e TV ()
Finalement, on définit le changement de vecteur d'onde A = — k:
m C A o m™m ~
i — d3 A VAN — A

oll V(A) est la transformée de Fourier de V (7).

Mécanique Quantigue Avancée — p. 294



Exemple: le potentiel de Yukawa:

—r/a

V() =V(r)=—e

r

Ce potentiel décrit une forcé dont les porteurs sont massifs avec une
longueur d’'onde de Compton = a. Remarque: lorsque a — oo, on
retrouve le potentiel électromagnétique.

Transformée de Fourier: V (r) et V(A) ne dépendent pas d’angles —
on choisit A en direction 2 (simplification des intégrales):

= o [ o [ —iATu e /e
V(A) = —2re ) drr 1 du e
1

r

=  —4re?

A2+ (1/a)?
Alors,

2me? 1

Fo0) =" azx (i
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Dans I'approximation de Born, la section efficace différentielle est
do Am?e* 1
5 = O = —— — 777
ds it (A2 4 (1/a)?)
ks — k = A2 = 4k%sin?(0/2):
do Am?e* 1

d} b (4k?sin®(0/2) + (1/a)?)?

Or, A

Dans la limite a — oo, on obtient le potentiel de Coulomb
V(r) = —e*/r. Dans cette limite (on écrit E = h?k*/2m):

do ( e’ )2
dQ  \4Esin?(0/2))
ce qui est le résultat exact pour la section efficace différentielle de

Coulomb en mécanique classique et en mécanique quantique.
(Légalité est un accident car nous avons utilisé une approximation.)
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